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Proélogo

En esta memoria se estudian diversos algoritmos BSP del tipo divide y vencerds para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
de la forma Ax = d, donde la matriz de coeficientes es tridiagonal e irreducible. Ademaés, aprovechando las posibilidades de prediccion
del coste computacional que el modelo BSP incorpora, analizamos la complejidad computacional de los distintos algoritmos estudiados,
realizando comparaciones entre los mismos para obtener el 6ptimo. Los tiempos tedricos se analizan en tres maquinas distintas: un IBM
SP2 dotado con un switch de alto rendimiento y una conexién ethernet que nos permite trabajar como si de dos maquinas distintas se

tratase, un CRAY T3D, en el que se dispone de hasta 256 procesadores y un cluster de Pentiums que consta de 8 procesadores.

Entendemos por algoritmo cualquier procedimiento computacional bien definido con un conjunto de datos de entrada permitidos
que produce un valor o conjunto de valores como salida. Uno de los aspectos fundamentales que estudiamos en los algoritmos es su
eficiencia, es decir, el andlisis de la cantidad de recursos informaticos consumidos por el algoritmo, teniendo en cuenta que los recursos
que habitualmente se contabilizan incluyen la cantidad de memoria y la cantidad de tiempo de computo requeridos por el algoritmo.
Existen diversas técnicas algoritmicas con propiedades especiales para resolver tipos particulares de problemas. Tenemos algoritmos
disenados utilizando programacion dindmica, algoritmos voraces, algoritmos probabilisticos y otros muchos tipos. En esta memoria nos
centramos en los algoritmos del tipo divide y vencerds cuya idea basica consiste en que resuelven un problema descomponiéndolo en
varios subproblemas que son similares al problema original, pero con un tamano menor. Cada subproblema es resuelto de manera

independiente para, a continuacion, combinar los resultados parciales con el fin de obtener la solucién del problema original.
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Xiv Prélogo

Es importante resaltar la diferencia existente entre un problema y un algoritmo que resuelve un problema. Un problema tiene un
solo enunciado que lo describe en términos generales; sin embargo, en muchas ocasiones existen diversas formas de resolver un problema
por lo que algunas soluciones pueden ser mas eficaces que otras. Asi, a menudo nos encontramos con diferentes algoritmos que resuelvan
el mismo problema computacional, proporcionando cada uno de ellos un tiempo de ejecucion distinto. En consecuencia, un problema
fundamental que nos surge cuando debemos resolver un problema y disponemos de diversos algoritmos para su resolucién es el de

encontrar el algoritmo mas rapido que proporciona la solucién.

El modelo de computacién paralela Bulk-Synchronous Parallel Computing, en lo sucesivo BSP, propuesto por Valiant [109] constituye
un nuevo modelo de paralelismo en el que es sencillo crear programas que se ejecutan eficientemente en diferentes maquinas paralelas,

con independencia de su arquitectura.

A lo largo de esta memoria cuando hacemos referencia a la seccion 3.1, por ejemplo, nos estamos refiriendo a la secciéon primera del
capitulo tercero. Asi mismo, el algoritmo 3.2 hace referencia al segundo algoritmo del capitulo tercero, y asi sucesivamente con el resto
de referencias. Esta memoria se ha estructurado en seis capitulos que cubren los diferentes aspectos del problema que se aborda. En el
capitulo 1 se presenta el problema en su contexto. Para ello, se introducen los conceptos basicos relativos a los sistemas tridiagonales y
se introducen las caracteristicas esenciales de los algoritmos del tipo divide y vencerds comentando brevemente algunos problemas de la
computacién donde aparecen dichos algoritmos. Se da una breve resena histérica de la evolucion de los métodos de resolucion de sistemas
tridiagonales, para analizar en detalle el método de reduccion ciclica y el recursive doubling. Finalmente, se citan algunas aplicaciones

donde aparecen sistemas de este tipo.

En el capitulo 2 se introducen los conceptos basicos relacionados con la computacién paralela y se describen las caracteristicas mas
importantes del modelo de computacién paralela BSP. Se analizan diferentes aspectos de dicho modelo, como es el de la programacion,
basado en el concepto de superpaso. También se estudia detenidamente la capacidad de predecir el coste de los algoritmos. Sin duda
alguna, la capacidad del modelo de predecir el rendimiento de los programas a partir de un reducido grupo de parametros, constituye

una de las caracteristicas mas importantes e innovadoras de este modelo de computacién.



Prélogo bla’s

En el capitulo 3 se describen dos algoritmos BSP del tipo divide y vencerds basados en el método del desacoplamiento recursivo (véase
Evans [44], Spaletta y Evans [101] y Mehrmann [90]), siguiendo una estrategia de actualizaciéon de rango uno y la divisién en bloques
de la matriz de coeficientes de un sistema tridiagonal. La diferencia béasica entre ambos algoritmos radica en el modelo de comunicacion
que se utiliza; en el primero se sigue un esquema de tipo fan-in, mientras que en el segundo todos los procesadores comunican datos al

procesador principal, que finaliza el proceso.

En el capitulo 4 se obtiene un algoritmo general del tipo divide y vencerds basado en la formula de Sherman-Morrison-Woodbury
(véase la seccién 1.1). De este algoritmo se deducen cuatro algoritmos BSP cuyas diferencias bésicas se encuentran en los modelos de
comunicacion que se utilizan y la forma en que se resuelve el sistema tridiagonal auxiliar a partir del cudl se obtiene la solucién final. La
resolucion de dicho sistema auxiliar puede realizarse en forma secuencial o paralela, utilizando en este ultimo caso dos algoritmos clasicos

de resolucion de sistemas tridiagonales, como son el método del desacoplamiento recursivo y el de la reduccién ciclica.

En el capitulo 5 se describen tres algoritmos BSP del tipo divide y vencerds basados en el método propuesto por Bondeli [13] para la
resolucion de sistemas tridiagonales. Las diferencias entre estos algoritmos se basan en la forma en que se construye y resuelve el sistema
tridiagonal auxiliar que nos permite calcular la solucién final. En el ultimo de los algoritmos estudiados se utiliza el método recursive

doubling para resolver dicho sistema en paralelo.

Finalmente, en el capitulo 6 se realiza un estudio comparativo de los diferentes algoritmos estudiados a lo largo de los capitulos
anteriores, obteniéndose conclusiones de caracter general sobre los algoritmos mas rapidos y mas lentos en cada una de las maquinas

donde se realiza el estudio comparativo.

La memoria termina con un apéndice en el que se presentan las conclusiones y las lineas futuras de trabajo, asi como la bibliografia

utilizada para la elaboracion de la misma.

Contrariamente a lo que suele ser habitual en la mayoria de las memorias, la orientacion de esta memoria es apaisada. El motivo es

la dificultad de escribir en modo vertical muchas de las expresiones y matrices que aparecen a lo largo de la misma.






Capitulo 1 Planteamiento del problema

1.1 Preliminares

La solucién del sistema lineal

donde A es una matriz tridiagonal y d es el vector de términos independiente, dados por

ai

C2

by

a2

bo

Cn—1

Qp—1

Cn

bnfl

Qn

dy
da

(1.1)

puede obtenerse utilizando el cldasico método de eliminacién de Gauss. Este método, que es puramente secuencial, consiste en anular

los elementos que se encuentran por debajo de la diagonal principal utilizando las operaciones elementales adecuadas sobre la matriz y

1
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el vector de términos independientes. Después obtenemos la tltima componente de la solucién y finalmente, siguiendo un proceso de

sustitucion regresiva, calculamos el resto de las componentes de la solucion.
El siguiente algoritmo recoge los pasos necesarios para resolver el sistema (1.1) mediante el método de eliminacién de Gauss.

Algoritmo 1.1 Método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales.

1 Parat=2,3,... ,n, calcular
11 h=2,
a;
1.2 a;, = a; — hbj,
1.3 d; = d; — hd,;.
dn
2 x, = —.
Qp,
di — wiy1b;
3Parai=n—1,n—2,... ,1,ca|cu|ar:pi:$
a;

Es fécil deducir del algoritmo 1.1 que el nimero de operaciones que se realizan es de 3(n — 1) restas, 3(n — 1) productos y 2n — 1
divisiones. Antes de hablar del coste computacional de este algoritmo debemos establecer la unidad que tomamos como base para medir
el tiempo de ejecucién del mismo. De aqui en adelante y a lo largo de esta memoria tomaremos como unidad de tiempo un flop, que
representa el tiempo que supone la realizacion de una operacién en coma flotante. Asi, resolver un sistema tridiagonal utilizando el

método de eliminacién de Gauss por medio del algoritmo 1.1 supone un coste computacional de 8n — 7 flops.
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Definicién 1.1 Sea A la matriz tridiagonal de la expresién (1.2). Llamamos diagonal dominanza de A a la expresién

. Qg
60 = min ,
1<i<n ¢; + b;
donde, por comodidad, hemos supuesto que ¢; = b, = 0. Diremos que la matriz A es diagonal dominante si 6 > 1 y estrictamente

diagonal dominante si 6 > 1.

La eliminacién de Gauss es un método que resulta estable para sistemas cuya matriz de coeficientes es diagonal dominante o estric-
tamente diagonal dominante. De aqui en adelante y a lo largo de esta memoria consideraremos sistemas tridiagonales cuya matriz de

coeficientes es diagonal dominante con el fin de asegurarnos su estabilidad desde el punto de vista numérico.
En adelante, denotaremos por [, a la matriz identidad de tamano n x n y por e, para k =1,2,... ,n, la columna k-ésima de I,,.

En los distintos métodos del tipo divide y vencerds que se analizan a lo largo de capitulos posteriores es necesario resolver varios
sistemas tridiagonales con la misma matriz de coeficientes y distintos vectores de términos independientes. En estos casos es recomendable
utilizar un método de resolucién basado en la descomposicién (también llamada factorizacién) LU de la matriz de coeficientes. Dicha
descomposicion para matrices tridiagonales consiste en escribir la matriz A como producto de dos matrices: L, bidiagonal inferior, y U,

bidiagonal superior, de manera que




1 Planteamiento del problema

El siguiente algoritmo calcula la descomposicién LU para la matriz tridiagonal A de la expresién (1.2).

Algoritmo 1.2 Descomposicién LU para la matriz tridiagonal A de la expresién (1.2).

1 U1 = aq.
2 Parai=2,3,...,n, calcular
C.
21 [ = —,
Ui—1

2.2 U; = a; — bqj_lli.
De acuerdo con el algoritmo 1.2, el calculo de la descomposicién LU de una matriz tridiagonal de tamano n x n requiere un total de
n — 1 restas, n — 1 productos y n — 1 divisiones, lo que representa un coste computacionel de 3n — 3 flops.

A partir de la descomposicién LU de una matriz tridiagonal A podemos resolver el sistema (1.1) de forma sencilla. Para ello,
sustituimos A por LU en (1.1), con lo que nos queda el sistema LUx = d. Ahora, llamando Uz = y, resolvemos inicialmente el sistema
Ly = d y utilizamos su soluciéon y para obtener la solucién general x resolviendo Ux = y. El siguiente algoritmo resume las operaciones
necesarias para resolver el sistema (1.1) una vez calculada la descomposicion LU de la matriz A.

Algoritmo 1.3 Resolucién del sistema (1.1) utilizando la descomposicién LU de la matriz A de la expresién (1.2).

1 Calcular la factorizaciéon LU de A mediante el algoritmo 1.2.
2 Yy = dl-

3 Parai=2,3,... ,n, calcular y; = d; — y;_1l;.
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4 :I;n:y—n.
Un

~ yi = iiby
5Parai=n—1,n-2,...,1, calcular z; = &Z—""°

Ui
El nimero de operaciones necesarias para resolver el sistema (1.1), de acuerdo con el algoritmo 1.3, es de 5n — 4, ya que se realizan

2n — 2 restas, 2n — 2 productos y n divisiones, por lo que el coste computacional sera de 5n — 4 flops.

En el desarrollo de algunos métodos del tipo divide y vencerds para sistemas tridiagonales debemos resolver sistemas particulares
donde el vector de términos independientes es la primera o ultima columna de la matriz [,,. Es decir, tendremos que resolver sistemas
de la forma Ax = e; y Ax = e,,. Supongamos que la descomposicion LU de la matriz A es conocida. Veamos las modificaciones que

deben introducirse respecto de los algoritmos anteriores para resolver estos sistemas particulares.

Algoritmo 1.4 Resolucién del sistema Ax = e; utilizando la descomposicién LU de A.

1 Calcular la factorizaciéon LU de A mediante el algoritmo 1.2.

2 Yy = 1.
3 Parai=2,3,... n, calcular y; = —y; _1l;.
4 x, = In.
Un,
i — Tiy1b;
5Parai=n—1,n—2,... ,1,ca|cu|arxi:%.

U
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La diferencia respecto al algoritmo 1.3 esta en el proceso de sustitucion progresiva en el que se calculan las componentes de la solucion

parcial y realizando inicamente n — 1 operaciones. En consecuencia, el coste computacional de este algoritmo es de 4n — 3 flops.

Algoritmo 1.5 Resolucién del sistema Ax = e,, utilizando la descomposicién LU.

1 Calcular la factorizaciéon LU de A mediante el algoritmo 1.2.
2 x,=1.

~ Tipabs
Ui

3 Parai=n—1,n—2,...,1, calcular x; =

Nétese que al resolver un sistema de la forma Ax = e,, no es necesario efectuar ninguna operacién para la resolucién del sistema
auxiliar Ly = e,, por lo que las tnicas operaciones que se realizan son para el calculo de la solucién final mediante un proceso de

sustitucion regresiva. Asi, el coste computacional del algoritmo 1.5 es de 2n — 1 flops.

Finalizamos esta seccién con la introducciéon de las formulas de Sherman-Morrison y Sherman-Morrison-Woodbury que nos permiten
resolver un sistema de ecuaciones lineales cualquiera. Supongamos que podemos escribir la matriz A de la forma A = G + uv’ donde
u, v son vectores de R™. Supongamos que es facil calcular G~ 1. La férmula de Sherman-Morrison (véase por ejemplo Golub y Van Loan

[52, pagina 51]), nos proporciona un método para calcular la inversa de A como

1

— m G_I'U,'UTG_I. (13)

A—l — G—l

Podemos resolver el sistema (1.1) utilizando la expresién (1.3) como

1
1+ 0TG

1

— A—l — -1
v a <G 1+ v7Gu

G_luvTG_1> d= <I G_luvT> G'd. (1.4)
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Si la matriz A puede escribirse de la forma A = G +UVT donde U y V son matrices de R™** y conocemos de nuevo la inversa de G,

entonces la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury nos prooporciona una expresion para el célculo de la inversa de A, de la forma

A*l — (A + []‘/'T)_1 — A*l . A*lU([ + VTAflU)flvTAfl' (15)

1.2 Algoritmos del tipo divide y venceras

El conocido proverbio divide y vencerds, que en tantos ambitos de la vida cotidiana se escucha, constituye en la actualidad una
estrategia fundamental en la resolucién de problemas. Debido al gran nimero de campos en los que se aplica podemos afirmar que es una
estrategia basica en el diseno de ciertos algoritmos en computacion. La idea basica en que se fundamenta esta estrategia es la de dividir
un problema de gran tamano que no podemos resolver de forma directa en diversos subproblemas mas pequenas que si pueden resolverse.
Posteriormente, se combinan las soluciones de estos subproblemas mas pequenos para llegar a la solucién del problema original. Podemos

ver los textos de Aho, Hopcroft y Ullman [2, 3] para una descripcién més detallada de los algoritmos de este tipo.

Asi pues, el arquetipo divide y vencerds es un modelo de resolucién de ciertos problemas que se basa en una estrategia muy simple.

Esta estrategia la podemos resumir diciendo que cuando nos enfrentamos a un problema de gran tamano, efectuamos los siguientes pasos:

(i) Tomamos el problema original y lo dividimos en problemas més pequenos del mismo tipo. Seguimos dividiendo estos problemas
en problemas més pequenos hasta que llegamos a problemas de un tamano tal que pueden resolverse de forma sencilla. Estos

problemas los llamamos problemas base.
(ii) Resolvemos los problemas base.

(iii) Tomamos la solucién de los problemas base y las combinamos para obtener la solucién de problemas més grandes hasta que llegamos

a la solucién del problema original.
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Como vemos, los algoritmos del tipo divide y vencerds son de tipo recursivo y presentan dos partes claramente diferenciadas. En la
primera es donde se rompe el problema original en subproblemas mas pequenos y se conoce con el nombre de split; en la segunda, se

unen los resultados parciales para obtener la solucién general y se conoce con el nombre de merge.

Al desarrollar un algoritmo del tipo divide y vencerds, debemos definir claramente los siguientes elementos:

Tamano del problema. Debemos definir una funcién que nos proporcione el tamano del problema original.

Problema base. Debemos identificar el tamano del problema base puesto que es el problema mas grande para el que tenemos una

solucién.

Solucion del problema base. Debemos definir un procedimiento que tenga como entrada el problema base y como salida su solucion,

imponiendo la condicién de que el tamano de la entrada coincida con el tamano del problema base.

Split. Es necesario establecer un procedimiento que divida el problema general en subproblemas. Asi, si el problema original es P, se
debe crear un procedimiento cuya entrada sea P y cuya salida sean Py, Ps, ..., P,, un conjunto de problemas cuyo tamano debe

ser menor que el tamano de P.

Merge. Es necesario establecer un procedimiento que permita unir las soluciones de los subproblemas para obtener la solucion del pro-
blema original. Asi, es necesario definir una funciéon cuya entrada sea S1, Ss, . .. , Sy, las soluciones de los problemas Py, P, ... , Py,

respectivamente y cuya salida sea S, la solucién del problema P.

Esta idea basica, que en principio es puramente secuencial, puede facilmente paralelizarse si los subproblemas, obtenidos por divisién
del problema original, son independientes. De este modo, el algoritmo es facilmente paralelizable inicamente para el caso en el que
los subproblemas se resuelven de forma independiente unos de otros. Los pasos para desarrollar algoritmos paralelos del tipo divide y

vencerds son esencialmente los mismos que para algoritmos secuenciales. Las esacasas diferencias se resumen en los siguientes puntos
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e Para la resolucién de los problemas base es muy probable que resulte mucho mas eficiente una implementaciéon secuencial que una
implementacion paralela. Esto es debido a que el tamano de los problemas base suele ser muy pequeno y por tanto el tiempo del

envio y recepcién de datos entre los procesadores puede sobrepasar el tiempo de calculo secuencial.

e Para poder resolver el problema en paralelo, los subproblemas que nos proporciona el procedimiento split, deben ser independientes

entre si.

También cabe resenar que en los ultimos anos se han desarrollado nuevos lenguajes de programacion disenados especificamente para
la paralelizacion automatica de algoritmos del tipo divide y vencerds. Por ejemplo, podemos citar el proyecto de creaciéon del lenguaje
APERITIF (Automatic Parallelization of Divide and Conquer Algorithms), cuyo autor es Erlebach [43] de la Universidad Técnica de
Munich, Alemania. El compilador de dicho lenguaje, llamado APRIL, traduce los programas de este lenguaje a programas en C, que
pueden ejecutarse en computadores paralelos. Ademas, contiene ciertas llamadas a funciones especificas de paso de mensajes. El objetivo
que persigue este proyecto es la creacion de un lenguaje facil de utilizar que nos permita una explotacion eficiente de la potencia
dispponible hoy en dia a través de los computadores paralelos. El compilador y documentacion relativa al mismo se puede obtener en
[43]. Este programa ha sido desarrollado y probado en redes de workstations del tipo HP 9000/720 utilizando PVM.

De entre la enorme variedad de campos y problemas de la computacion donde se aplica la estrategia divide y vencerds en paralelo

comentamos brevemente algunos de ellos a continuacion.

Problemas de ordenacién (o clasificacién). El problema de la ordenacion o clasificacién consiste en la reorganizacién de un conjunto
de objetos en una secuencia especifica. Este problema aparece como parte fundamental en muchos algoritmos. Los dos ejemplos més
conocidos de ordenacion son el método de ordenacion por fusién 6 mezcla, conocido como MergeSort y el método de ordenacién

rapido, conocido como QuickSort.

El problema de la ordenacion es fundamental en programacion y consiste basicamente en la reorganizacién de una coleccion

de elementos en orden ascendente o descendente. Més detalladamente, supongamos que nos dan una secuencia de n elementos
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aj,as, ... ,a,y que cada elemento a; tiene una clave asociada denotada por [a;]. Supongamos también que existe una relacién de

orden total sobre las claves, es decir, que para cualesquiera tres valores de la clave [ap,], [ax], [ap]

(i) se cumple que [an] < [an], [am] = [an] 0 [am] > [a,] ¥

(ii) si [am) < [an] ¥ [an] < |a,) entonces [an,] < [a,)].

Bajo estas condiciones, el problema de ordenacién consiste en reorganizar la coleccién de n elementos de tal forma que sus
claves formen una secuencia no decreciente. Es decir, debe encontrarse una permutacién o del conjunto {1,2,... ,n} tal que
las()] < [as@)] < -+ < [aom)]. Mencionamos brevemente a continuacién dos tipos de algoritmos de ordenacién que utilizan

algoritmos del tipo divide y vencerds.

El algoritmo de ordenacién MergeSort fue uno de los primeros algoritmos de ordenacion que se desarrollaron, siendo introducido
por John von Newmann en 1945 (véase [4]). Es un ejemplo clasico de algoritmo del tipo divide y vencerds. Para ordenar un vector
de n elementos divide éste en dos vectores de tamano n/2 (fase divide del algoritmo). Estos dos vectores son ordenados de forma
recursiva por el algoritmo de ordenaciéon por mezcla (fase vencerds del algoritmo). Finalmente, los dos vectores ordenados son

combinados para producir el vector final ordenado.

El algoritmo de ordenaciéon QuickSort, propuesto por Hoare [62], sigue un esquema similar al de ordenacién por mezcla:
particiona una lista en dos listas y las reordena mezclando los resultados. Las diferencias radican en el proceso de divisién: ahora
se elige un objeto x de la lista y se divide la lista en dos partes, la primera formada por los elementos anteriores a x y la segunda

formada por los elementos posteriores. El proceso de ordenacién posterior y mezcla no presenta diferencias con el caso anterior.

De entre la numerosa bibliografia que existe relacionada con estos algoritmos de ordenacién, podemos citar entre otros Akl [4],
Chandra, Jain, Basu y Kumar [20], Evans y Yousif [45] y Wheat y Evans [116].

Problemas de multiplicacion de objetos. El problema de la multiplicacion de objetos estructurados nos proporciona otra aplicaciéon
de estrategias del tipo divide y vencerds como podemos ver en Gonnet y Baeza-Yates [53, capitulo 6]. Supongamos que queremos

multiplicar los enteros positivos n y m y supongamos que el entero positivo n puede escribirse, respecto de una base [ como
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(ng,...,ngp), verificindose que
n=mf +n_187" + - +nmp+no, con 0<ng,...,m <p.

Esta expresién nos sugiere que todo nimero entero puede verse como una tabla de digitos. Al multiplicar n por m, las tablas
que los representan pueden romperse en dos partes de longitud practicamente igual. Asi, podemos escribir que n = a3F + by

m = c- % +d. Segin Mignotte [93, pagina 34], el producto puede obtenerse mediante la expresion
nm=yfr+@x—y—2)8"+2 con = (a+b)(ct+d), y=ac, z=Dbd (1.6)

Los productos x, y, z se obtiene de forma recursiva utilizando la misma estrategia. Notemos que esta estrategia del tipo divide y

vencerds nos proporciona un ahorro computacional, ya que sélo son necesarias tres multiplicaciones para calcular (1.6).

En cuanto al producto de dos matrices A y B, es conocido el algoritmo divide y vencerds de Strassen, (véase [74] para una
descripcién més detallada del algoritmo), que calcula el producto C' = AB utilizando una técnica del tipo divide y vencerds basada
en la division de A y B en cuatro bloques, lo que permite que mediante siete productos sea posible calcular C', frente a los ocho

productos necesarios mediante un algoritmo tradicional.

Geometria computacional. Diversos problemas de geometria computacional también utilizan estrategias de tipo divide y vencerdas.
Entre éstos cabe citar el problema del célculo de la envoltura convexa de un conjunto de puntos (véase por ejemplo Edelsbrunner
[41, pdgina 145] y Preparata y Shamos [99, pdgina 112]). En este caso, se construye una lista ordenada de puntos de acuerdo con el
valor de su abcisa. Después, dicha lista se divide en dos nuevas listas de la misma longitud y se calcula recursivamente la envoltura

convexa de ambas listas. Finalmente, las dos envolturas se mezclan para calcular la envoltura del conjunto inicial de puntos.
Preparata y Shamos [99] también utilizan la técnica divide y vencerds para una aplicacién relacionada con el problema de la

construcciéon de los diagramas de Voronoi.

Problemas de bisqueda binaria. Se trata de un problema de busqueda en un vector ordenado S de claves. Para buscar una clave ¢

en S, comparamos ¢ con el elemento situado en la mitad del vector. Asi, si el tamano de S es n, comparamos ¢ con el elemento
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S[n/2]. Si q aparece antes de S[n/2], entonces ya sabemos que ¢ se encuentra en la mitad superior de nuestro conjunto; si no, debe
estar en la mitad inferior del conjunto. Procedemos recursivamente de la misma forma hasta que finalmente obtenemos la clave,

siendo el nimero de comparaciones que llevamos a cabo de orden log n.

Problemas de procesamiento de imagenes. Aunque técnicas del tipo divide y vencerds no son utilizadas ampliamente en el pro-
cesamiento de imagenes, si hay ciertos problemas donde este tipo de algoritmos han probado su eficiencia. Stout [105] examina
diversas caracteristicas de los algoritmos divide y vencerds, asi como algunas de sus implicaciones para el diseno de maquinas y
lenguajes que puedan soportar la programacion y ejecucion eficiente de algoritmos de este tipo. Otros problemas donde se aplican
algoritmos de este tipo estan relacionados con las técnicas de visualizacion de flujos para la representacién de campos vectoriales.
Una de éstas, conocida con el nombre de Spot Noise, utiliza texturas para la visualizaciéon de campos de flujo (véase van Wiijk
[112]). Leeuw y Liere [35] proponen un algoritmo Spot Noise del tipo divide y vencerds y lo aplican a dos problemas concretos: un

modelo de polucién atmosférica y a una simulacién numérica directa del flujo de una turbulencia.

1.3 Meétodos de resolucion de sistemas lineales tridiagonales

Existe una amplia literatura que aborda el problema general de la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales tridiagonales. Numero-
sos algoritmos se han propuesto a lo largo de las ultimas décadas para resolver tales sistemas en paralelo, aprovechando el extraordinario
auge y desarrollo de la computacion paralela. Algunos de estos algoritmos han sido especialmente disenados para ser ejecutados en

maquinas con arquitecturas paralelas especificas, mientras que un buen nimero de ellos son de caracter general.

El primer método que resolvia sistemas tridiagonales fue el algoritmo de la reduccién ciclica propuesto por Hockney [63] en 1965,
precursor de una amplia familia de algoritmos basados en este método. Aunque el método original no era paralelo, posteriormente fue
paralelizado para sistemas tridiagonales por bloques y para sistemas tridiagonales. La idea basica consiste en eliminar la mitad de las

incégnitas, reagrupar las ecuaciones y eliminar, de nuevo, la mitad de las incognitas. El proceso contintia de forma recursiva hasta que
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podemos despejar una de las incognitas que a su vez nos permite despejar el resto de incognitas mediante un proceso de sustitucion. Este
algoritmo ha demostrado su potencia y eficiencia para la resolucion de problemas matriciales en general y, en particular, para problemas
donde aparecen matrices estructuradas. Algunos problemas concretos donde se ha aplicado este método con gran éxito es en la resolucién
de la ecuacion de Poisson mediante una aproximacion en diferencias finitas y para la resolucion de ciertas recurrencias. El algoritmo ha
sido ampliamente paralelizado y utilizado en una gran variedad de arquitecturas (véase Golub y Ortega [51]). Para una exposicién y

estudio exahustivo de este método y de algunas de sus aplicaciones, véase Gander y Golub [48] y Bondeli y Gander [14].

Muchos de los métodos propuestos para sistemas tridiagonales se puden agrupar en tres grandes familias: reduccién ciclica, de la
que ya se ha hablado anteriormente, recursive doubling y divide y vencerds. El método recursive doubling fue propuesto por Stone [103]
y puede considerarse como el primer método disenado explicitamente en paralelo para la resolucién de sistemas tridiagonales. Es un
método que resuelve recurrencias de primer orden y resulta estable iinicamente para matrices estrictamente diagonal dominantes. Para
un estudio més detallado de su estabilidad y del tipo de matrices que lo hacen estable, véase Dubois y Rodriguez [40] donde ademés se
realizan comparaciones numéricas con el método de eliminacién de Gauss. Tanto el método recursive doubling y de reduccién ciclica se

analizan detenidamente en la seccién 1.3.3, ya que ambos se utilizan a lo largo de esta memoria.

Cabe mencionar el método propuesto por Larriba, Jorba y Navarro [79] para sistemas por bandas estrictamente diagonal dominantes
y que se conoce con el nombre de método de las particiones superpuestas. Un estudio de la precision de este nuevo método puede verse

en Larriba, Jorba y Navarro [78].

1.3.1 Meétodos divide y vencerds para sistemas tridiagonales

El primer método del tipo divide y vencerds para resolver sistemas tridiagonales data de 1978 y fue propuesto por Sameh y Kuck
[100], quienes propusieron dos algoritmos paralelos para la solucién de sistemas de este tipo. Estos algoritmos utilizaban rotaciones de
Givens para realizar la eliminacion de los elementos y requerian el uso de un nimero de procesadores con la tnica restriccion de ser

menor que el tamano del sistema.
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En 1984, Lawrie y Sameh [81] introdujeron una estrategia del tipo divide y vencerds para la resolucién de sistemas tridiagonales
por bloques, en el que utilizaban la eliminacién de Gauss para la eliminacion en los bloques. Ademas analizaron el comportamiento del
algoritmo y su complejidad para méquinas paralelas con diferentes topologias en sus redes de conexién. Un ano después, en 1985, Meier
[91] obtuvo un algoritmo divide y vencerds que resolvia sistemas de ecuaciones por bandas. Esto supuso la primera generalizacién de

esta estrategia para matrices no tridiagonales. Conroy [32] también obtuvo una generalizacién similar a la de Meier.

En 1987, Bar-On [6] introdujo una modificacién importante en un algoritmo divide y vencerds para sistemas tridiagonales, consistente
en la paralelizacion de la resolucion del sistema tridiagonal reducido que se obtiene y cuya solucién nos permite obtener las soluciones del
sistema original. Ademas, demuestra que el algoritmo es comparable desde el punto de vista de su coste computacional con el método de
reduccién ciclica. Esta modificacion es interesante desde el punto de vista de introducir un grado mas de paralelizacién en los algoritmos
basados en estrategias divide y vencerds. A lo largo de esta memoria veremos que algunas de las modificaciones que se realizan sobre
algunos algoritmos basicos tienen como objetivo la paralelizacion del método en la resolucion del sistema tridiagonal auxiliar que se

construye.

Diversas comparaciones entre algoritmos del tipo divide y vencerds con otros métodos clasicos de resoluciéon de sistemas tridiagonales,
como el de reduccién ciclica, fueron realizadas por Johnsson [68] y Johnsson y Ho [69], quienes llevaron a cabo las comparaciones en
distintos tipos de computadores paralelos con diferentes topologias en sus redes de comunicacién. Dongarra y Johnsson [39] propusieron

un nuevo algoritmo divide y vencerds para sistemas por bandas, analizando su comportamiento y complejidad en diferentes arquitecturas.

En anos posteriores diversos autores propusieron y analizaron algoritmos de este tipo para maquinas concretas, analizando el compor-
tamiento de estos algoritmos cuando se utilizaban diversos modelos de comunicacién. Entre estos trabajos cabe citar los desarrollados

por Krechel, Plum y Stiiben [75, 76], Cox y Knisely [33], Hoffmann y Potma [66] y Kumar [77].

En 1988 Van der Vorst [111] analizé dos versiones del algoritmo divide y vencerds para sistemas bidiagonales en maquinas paralelas
y dos versiones en procesadores vectoriales. Un andlisis del error en un algoritmo paralelo para resolver sistemas tridiagonales fue

presentado por Van der Vorst [110] un afno antes.
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En 1991, Bondeli [13] propone un algoritmo divide y vencerds para sistemas tridiagonales vélido tanto para maquinas paralelas como
vectoriales. En dicho trabajo se realiza un estudio comparativo del coste computacional de este método frente a otros métodos clasicos
para sistemas tridiagonales y analiza el caso de sistemas estrictamente diagonal dominantes. Este método, no valido para sistemas

tridiagonales por bloques, es generalizado posteriormente para este tipo de sistemas por Mehrmann [90].

Sun, Zhang y Ni [106] proponen una variante del algoritmo divide y vencerds en el que el sistema tridiagonal auxiliar se resuelve

utilizando el método recursive doubling. Ademas realizan comparaciones numéricas con otros métodos tradicionales.

En 1993, Larriba, Jorba y Navarro [79] establecen un nuevo criterio de parada para algoritmos divide y vencerds y muestran resultados
en computadores vectoriales. Mds recientemente, Lépez [85] propone en su tesis doctoral una arquitectura unificada para algoritmos

divide y vencerds en sistemas tridiagonales.

1.3.2 Meétodo del recursive doubling

Si escribimos con detalle el sistema (1.1) tendremos

amry + bz = d

cxr1 + agry + b2$3 = dg
c3Ty + asxs -+ b3$4 = dg (1 7)

Cn—1Tp—2 + Qp_1Tp—1 -+ bn—lxn - dn—l

CnTp_1 + Ty, = dy
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que puede representarse mediante una relaciéon de recurrencia de tres términos de la forma
CiTi—1 + ;25 + bixi+1 = dl’, 1= 1, 2, e ,n,

con ¢; = b, = 0. Por comodidad en la notacién, supondremos también que zy = x, 11 = 0.

Despejando x;.1 de la ecuacién (1.8) obtenemos, para i =1,2,... ,n — 1, que

Tip1 = ;@ + Bixi—1 + Vi,

siendo

Esta férmula de recurrencia puede escribirse matricialmente como

Tip1 a; B v T
ZT; = 1 0 O Ti—1
1 0O 0 1 1
Si definimos, parai=1,2,... ,n—1,
X; a; B i
Li1 = Tiq y B, = 1 0 O
1 0 0 1

entonces tenemos que

T; = Bixi

I

(1.8)

(1.10)

(1.11)
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y como
T T
To= |20 | =] 0 (1.12)
1 1
el iinico elemento que necesitamos calcular para comenzar la recursion es xy.
Ahora bien, de la ecuacién (1.11) tenemos que
x1 = Bixg, 3 = ByBixy, ,  @p = ByB, - ByBxyg.
Si, parat=1,2,...,n, escribimos C; = B;B;_1 - - - By By, entonces
x; = C;xq (1.13)
y en particular
x, = Cpxy. (1.14)
Por la forma que tienen las matrices B; es evidente que
loo lor lo2
Co=|lo ln Lo |
0 0 1
por tanto, como x,1 = zg = 0, de la ecuacién (1.14) tendremos que 0 = lggz; + lp2 por lo que
1y = 02 (1.15)

_E'
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En consecuencia, para empezar la recursion necesitamos calcular lyg v lpe. El siguiente ejemplo detalla las operaciones que se realizan

para resolver un sistema tridiagonal utilizando este método.

Ejemplo 1.1 Supongamos que queremos resolver el sistema (1.1) donde n = 12,

-2 41 3
-1 4 -1 2

1 -4 1 -2

-2 6 1 5

1 2 3

Entonces, a partir de la expresion (1.9) obtenemos que

{—2 -1 3-| {—4 -1 6-| {4 -1 —2-| {—

2
31=| 1 00|,32=| 1 00|,B:s=|1 0 0|,B4=| 1
0

| 0 01| | 0 01| 0 0 1] |

—
[\
R
1

|
[\
—
[N
N
1
=
|
[N
[
=
R

o
o

e
—_
<
o
—_

|

—
e
o
—_

|
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-2 -1 4 [—423—‘ 4 -1 =2 4 -1 =2 [—625—‘ -2 -1 3
B7=| 1 00|,38=| 100|,39=|1 0 0|,Blo—|1 0 0|,Bn—| 100|,312=| 1 00/
| 0 0 1] | 00 1] 0 0 1] 0 0 1] | 00 1] | 0 01|
luego
[ -2 -1 3] [ 7 4 6] | 1106006 626732 —1106996 |
C1= | 1 0 0 |, Cy = | -2 -1 3 |7 ceey Cr2 = | —609200 —344902 609201 |
| 0 01| | 0 0 1| | 0 0 1|
1
y por la expresion (1.15) se tiene que xq = —;0—2 =1, luegoxy = | 0 | . Ahora, de la ecuacion (1.13) calculamos x;, parai =1,2,... ,12,
00
1

obteniendo el vector solucion, dado por

T
r=|111111111111

1.3.3 Método de reduccion ciclica

Ya vimos en la seccién 1.3.2 que el sistema (1.1) puede ser descrito mediante la relacion de recurrencia de tres términos dada
por la expresién (1.8). La idea en que se basa el método de la reduccién ciclica es tomar conjuntos de tres ecuaciones consecutivas
superponiendo la ultima del conjunto anterior y aplicar operaciones elementales sobre la ecuacién central con el fin de anular ciertos
coeficientes. Tomando las ecuaciones centrales que han sido modificadas, podemos construir sistemas tridiagonales auxiliares hasta que

al final del proceso queda una sola ecuacién. Veamos este proceso con detalle.
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Suponemos que el ntimero de ecuaciones del sistema es 2™ — 1, siendo m un entero positivo.
adyacentes de la expresién (1.8) como

Podemos escribir tres ecuaciones

Cic1Ti—y + @i1Tiy + b di—1
CiTi-1 + T + biTiy1 = d; (1.16)
Cit1Ti + i1 Tiv1 + bipiTie = dip
parai=1,3,5,...,2™ — 3; ahora modificamos la ecuacién central realizando las siguientes operaciones elementales por filas
C.
(i) restamos a la ecuacién central la primera ecuacién multiplicada por a; = ——,
i—1
(ii) restamos a la nueva ecuacién central la tercera ecuacién multiplicada por ~; = ,
Qi+1
con lo que la nueva ecuacién central del sistema (1.16) se transforma en
cgl)xi_g + agl)xi + bgl)xiw = dl(l), (1.17)
donde
1 1 1
Cq(,l) = —oyC, bg, ) = —7ibiy1, Clq(, ) = a; — ;b1 — YiCiya, dq(, ) = d; + adi—1 + Yidiy1. (1.18)

Los superindices que aparecen en las expresiones (1.17) y (1.18) indican que nos encontramos en la primera fase de la reduccion

ciclica. Las ecuaciones (1.17) establecen nuevas relaciones entre las variables impares, ya que eliminamos los coeficientes de las variables
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pares en la ecuacion central. Ademads, constituyen un sistema tridiagonal, dado por

agl)xl + bgl)xg = dgl) )
Cél)l’l + Clél)%g + b§1)$5 = dél)
cél)xg + aél):v5 + bél):m = dél)

07(117)33777‘—5 + asf)gl"n—S + bfllf)gxn—?) = dlezg

Cfllf)l.fnfg + lellf)l.fnfl = dlezl

En este nuevo sistema tridiagonal, el nimero de ecuaciones se ha reducido a la mitad. Claramente, este proceso descrito hasta aqui

puede repetirse sucesivamente hasta que, después de s = log(2") — 1 niveles de reduccién, s6lamente tenemos una ecuacién central, para

i = 2™~ 1. Esta ecuacién es ag‘f,)l,lmgma = déiz,l, de donde podemos despejar la variable central como

d$)_,

ays

(1.19)

QO—l -

Las variables que quedan por determinar pueden ser calculadas siguiendo un proceso conocido como fan-in. Como conocemos la variable

ZTou—1, podemos determinar las variables intermedias z;, para i = VR mediante la expresion

dl(sfl) . 05371)$i,ﬂ _ bgsfl)xi+ﬂ
1 1

al(s—l)

(1.20)

€Xr; =

Este proceso puede aplicarse de forma repetida hasta que se obtienen todas las componentes de la solucion. Veamos un ejemplo que

resuma las caracteristicas de este método.
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Ejemplo 1.2 Supongamos que queremos resolver el sistema (1.1) donde n = 15,

En la primera fase del proceso de reduccion ciclica tomamos las siguientes ternas de ecuaciones

2 3
4 -1
1

2
-1 3
4 5
2

2x1 4+ 3ao
dr1 — a9 + 2a3
xro9 — r3 -+

1
-1 3
1 4
2

x4 =

-1
1 2
-3 5

2
-1 6
-1 5 2
7T 2
1

T9 —

3
-5 1
4 11
3 1 4

31

r3 + 314
4dx3

214

+ 9x4 + x5

x5

+ 3xg

10

S O R U s

12

= 0o O W

10
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2r4y — x5 + 3xg = 4 20¢ + 17 + 218 = 9
r5 + 4dxg — a7 = 4 ) — 3z7 4+ dxg + 219 = 4 )
206 + x7v + 23 = 5 dxg — 19 + O6x19 = 9
4drg — x9 + 6110 = 9 Tri0 + 2r11 4+ 3192 = 12
— x9 + dr190 + 2211 = 06 ) 11 — Dxie + T3 = -3 )
Trig + 2x11 + 3x12 = 12 dr1o 4+ x13 + x4 = 6
dr12 + T13 +  T1Ia = 6
3r13 + r14 + 4dr15 = 8
314 + T = 6

Efectuando sobre las ecuaciones centrales de estas ternas las operaciones elementales descritas por las expresiones (1.17) y (1.18) obte-

nemos el sistema

—5r2 + 6xy = 1
dro 4+ 1924 + 3uzg = 26
224 + 926 + 218 = 13

6rg + 1928 + 12219 = 37

—drg — 8r19 — 3119 = —15

—Iryg —  Hap - Ty = —15

—12x190 — 1ldx14 = —-26




24 1 Planteamiento del problema

Agrupamos de nuevo en ternas de ecuaciones consecutivas, con lo que obtenemos

—bxo + Oxyg = 1 224 4+ 9x¢ + 2xg = 13
4y + 1924 + 3w = 26 ;. 6 + 1928 + 1219 = 37 7, (1.21)
224 4+ 9w¢ + 228 = 13 — 4xg — 8rig — 3r12 = -—15
—4xg — 8xrig — 3110 = -—15
- %:1710 - %51712 — T4 = —15 7. (1.22)
— 12x10 — 1l4x14 = -26

Volvemos a efectuar las operaciones elementales habituales sobre las ecuaciones centrales, para llegar al sistema tridiagonal de tres

ecuaciones

a2 o)

5 378 15

—4 35 9 35

_ - _ z — =\ 1.23

3 T4 + 35[58 2.1}12 6 ( )
7 B 933 B _737
1" 1127 = 1

Después de este paso tnicamente podemos formar una terna con estas tres ecuaciones, que es exactamente el conjunto de ecuaciones

(1.23). Repitiendo de nuevo las operaciones elementales que se han realizado en etapas anteriores, reducimos la ecuacion central a

1152867 1152867
ng = o017 lo que significa que xg = 1. Una vez calculada la

componente central de la solucion, efectuamos un proceso de sustitucion regresiva conducente a la obtencién del resto de componentes

una tnica ecuacion lineal cuya incégnita es xg, de la forma

de la solucion. Asi, a partir de la componente g, podemos obtener las componentes x4, y x12 por simple sustitucion en la terna de
ecuaciones (1.23), obteniéndose que x4 = x15 = 1. Ahora, a partir de las variables x4, xs y w12 y sustituyendo de forma adecuada en
(1.21) y (1.22) se obtiene que x9 = x5 = x19 = T14 = 1.
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Siguiendo un proceso de sustitucion regresiva similar, se obtiene el resto de las componentes del vector solucion, resultando que

Ty =1x9=--- =214 = X15 = 1, por lo que la solucién es el vector cuyas componentes son todas iguales a uno.

En algunos casos tendremos que resolver un sistema tridiagonal de la forma Bz = h mediante el método de reduccion ciclica donde

a 1 20 h/o
1 a b 21 hi
co ag 1 29 ho
1 as bg z3 }1/3
B= , z= y h= . (1.24)
c4 aq 1 24 ha
Cop—a Qop—4 1 Z9p—4 hop—a
i 1 a3 | | Zz2p-3 | | hop-s |

Siguiendo un proceso similar al descrito en esta seccién para la resolucién del sistema (1.1), inicialmente tomamos tres ecuaciones

adyacentes
Ci—1%Zi—2 + @;—12i—1 + 2 = hi
Zi-1 + a;z; + bizit1 = h . (1.25)
Civ1%i + Qiz1%Zit1 + Ziz2 = hip

El primer paso de la reduccion ciclica consiste en multiplicar la primera ecuacién por a; = y restarla de la segunda ecuaciéon, con

i—1
lo que la ecuacién central se convierte en
Ci—1

1
Zi—9 + <CLZ' — —> Zi + biZiJrl = hl — (126)
Qj—1

Qi1
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. g ., 7 ., %
El segundo paso consiste en multiplicar la tercera ecuacion por v; = y restarla de la segunda ecuacion, con lo que la ecuacién central
Qjy1

queda modificada como

que puede escribirse como

cgl)zi,g + al(l)zi + bf,l)zm = h’z(l)7 (1.27)
donde
C; )
Cl(l) _ i—1
Qi1
1 bl 7
agl) = g — — Ci+1
a;_ a;
1 +1 (1.28)
v — b
! Qi1
O hioi bihipa
! a;—1 Qi1

Se utiliza la notacién o bgl) (1)

i y ¢; ~ para denotar los coeficientes que acompanan a las variables de la ecuacién i-ésima en el primer nivel
de reduccién de variables. Andlogamente, los coeficientes del segundo nivel de reduccién para la ecuacién i-ésima se denotaran por a'>
bl

i
2 2 . : o . .
bg ) y cg ) y asi sucesivamente. El resto del proceso es similar al descrito anteriormente.
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1.4 Meétodos divide y vencerds para calcular la inversa de una matriz

El problema del calculo de la inversa de una matriz A es mucho mas costoso, desde el punto de vista computacional, que el de
resolver el sistema (1.1), por lo que la mayoria de problemas que incluyen el cdlculo de inversas pueden ser reformulados en términos de
la resolucion de sistema lineales. Por ello, podemos afirmar en términos generales que el calculo explicito de la inversa de una matriz
debe evitarse siempre que sea posible. Sin embargo, como veremos mas detalladamente a continuacion, en algunas ocasiones su cédlculo

es necesario.

En ingenieria estructural, el calculo de la inversa de una matriz es un problema que aparece con cierta frecuencia. La razén de esto
es que en el analisis de una estructura en equilibrio aparecen sistemas con un niimero muy alto de ecuaciones e incégnitas. A menudo,
dichas ecuaciones son lineales aun incluso después de considerar deformaciones sobre el material. Por ejemplo, consideramos el problema
de una viga elastica horizontal sujeta en cada extremo y sometida a fuerzas en n puntos de la misma 1,2,... ,n. Si & € R” es la relacién
de fuerzas en estos puntos y d € R" representa la desviacion de la viga en estos n puntos, entonces por la ley de Hook, tenemos un
sistema lineal donde la matriz de coeficientes recibe el nombre de matriz de flexibilidad. Su inversa recibe el nombre de matriz stiffness.
A menudo, es necesario calcular la inversa de esta matriz debido al significado fisico de sus columnas. Asi, la primera columna de la
matriz de stiffness representa las fuerzas que deben aplicarse en los n puntos con el fin de producir una desviacién particular en el punto

1 y una desviacion nula en el resto de puntos. El mismo razonamiento es valido para el resto de las columnas.

Otro problema donde es necesario el calculo explicito de una matriz inversa es el llamado spring-mass problem en fisica, en el que
algunas masas se encuentran suspendidas verticalmente por una serie de muelles y debemos considerar las constantes de los muelles y los
desplazamientos de cada muelle desde su posicién de equilibrio. Cuando aplicamos la segunda ley de Newton a este problema obtenemos
un sistema cuya matriz de coeficientes es tridiagonal y diagonal dominante. La inversa de esta matriz es la matriz de stiffness, que esta
directamente relacionada con el desplazamiento de las masas cuando algunas fuerzas externas se imponen sobre ellas. Asi, el elemento
(1,7) de esta matriz inversa nos proporciona el desplazamiento de la masa ¢ cuando sobre la masa j se impone una fuerza externa de una

unidad de fuerza.
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También podemos encontrar ciertas aplicaciones fuera del campo de la ingenierfa o la fisica donde se deben calcular matrices inversas.
Entre éstas encontramos aplicaciones en el campo de la teoria de sistemas dindamicos, relacionadas con la determinacion de los puntos fijos
de un sistema dindmico mediante el método de Newton (véase, por ejemplo, Stoer y Burlirsch [102]). Para una descripcién més detallada
de ciertas aplicaciones de las inversas, véase Keener y Bogar [73] y Meurant [92], quien describe ciertas aplicaciones relacionadas con

precondicionadores y proporciona un gran nimero de referencias relacionadas con matrices inversas.

Diversos autores han estudiado el problema del calculo de la inversa de una matriz A tridiagonal, irreducible y diagonal dominante,
proponiendo algoritmos eficientes para su calculo. Podemos citar a Lewis [84], Meurant [92], Usnami [108] y Huang y McColl [67].

Spaletta y Evans [101] y Mehrmann [90] proponen el método recursive decoupling para el célculo de la inversa de una matriz tridiagonal.

Climent, Tortosa y Zamora [31] proponen un algoritmo BSP divide y vencerds para calcular la inversa de una matriz tridiagonal,
irreducible y diagonal dominante, que constituye una aplicacion de la férmula de Sherman-Morrison para matrices con estas caracteristicas.
En dicho articulo se estudian dos algoritmos BSP siguiendo diferentes modelos de comunicacion entre los procesadores, realizandose un
estudio numérico tedrico y experimental de los tiempos que se obtienen para los dos algoritmos en una maquina IBM SP2. Finalmente,
se realiza un estudio comparativo computacional entre estos algoritmos y un algoritmo tradicional del tipo divide y vencerds basado
en el método de Bondeli para la resolucion de sistemas tridiagonales, adaptado al célculo de la inversa de una matriz tridiagonal. Los
resultados tedricos y experimentales demuestran que los algoritmos del tipo divide y vencerds que calculan directamente la matriz inversa

son mas rapidos que el algoritmo clasico de resolucion de sistemas tridiagonales modificado para calcular la inversa.

1.5 Breve sumario de aplicaciones de los sitemas tridiagonales

De entre las numerosas aplicaciones y problemas en el ambito de la computacién donde aparecen sistemas tridiagonales citamos muy
brevemente algunos de los més notables, en los que la resolucién de dichos sistemas constituye una parte esencial del proceso conducente

a la obtencion de la solucion de dichos problemas.
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e Ecuaciones diferenciales parciales. Diversos métodos iterativos para la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales necesitan
resolver un conjunto de sistemas tridiagonales multiples como resultado de un proceso de discretizacion por mallas. Entre estos
métodos destaca el Alternating Direction Implicit (ADI), estudiado por Johnsson, Saad y Schultz [70] para computadores paralelos
y por Ortega y Voigt [97] entre otros.

e Ajuste de curvas por esplines ciibicos. El ajuste de curvas se utiliza en muchas aplicaciones. Por ejemplo, en Disenio Asistido
por Ordenador (CAD) se utiliza el ajuste de curvas para definir la forma de las superficies que forman los objetos disenados.
También se utiliza en la modelizacion de datos obtenidos de diferentes procesos. El proceso de ajuste de una curva se desarrolla a
partir de un conjunto de puntos dados. Entre las diferentes técnicas que se utilizan para obtener un modelo de curva que se ajuste
a ese conjunto de puntos destacamos los esplines ctibicos naturales y la interpolacién por B-esplines. En el proceso de calculo que
requiere la aplicacion de estas técnicas, es necesario resolver sistemas tridiagonales cuya matriz de coeficientes es Toeplitz y diagonal

dominante, siendo su diagonal dominanza 2. Véase Chung y Shen [22] para una descripcion mas detallada de esta aplicacion.

e Discretizacion de ecuaciones diferenciales. El comportamiento eléctrico de las neuronas puede modelizarse por medio de
ecuaciones diferenciales parciales que evolucionan con el tiempo, como puede verse en Hines [61]. La discretizacién por diferencias
finitas de estas ecuaciones dan lugar a sistemas tridiagonales que deben resolverse para comprender la evolucién de las neuronas con
el tiempo. La solucion de estos sistemas puede desarrollarse tanto por métodos directos como iterativos. Los sistemas tridiagonales
que deben resolverse mediante esta técnica son diagonal dominantes ya que las ecuaciones diferenciales parciales son de tipo
parabdlico, variando su tamano de forma considerable con el dominio de la discretizacion. Si el nimero de dominios es muy grande,
el paralelismo se obtiene de una forma natural asignando un conjunto de sistemas trididagonales a cada procesador, intentando

que la carga computacional se encuentre equilibrada.






Capitulo 2 EIl modelo BSP

2.1 Breve introduccién a la computacion paralela

En los anos 70 comenzaron a aparecer algunos computadores con instrucciones de hardware para operar sobre vectores y algunos
computadores con diversos procesadores que operaban en paralelo. Los primeros recibieron el nombre de computadores vectoriales y

a los segundos se los llamé computadores paralelos.

La idea en la que se basa un computador paralelo es que un determinado nimero de procesadores trabajan en equipo para desarrollar
una unica tarea. La motivacion de esta idea es que si un tinico procesador necesita un tiempo de ¢ segundos para llevar a cabo una cierta
tarea, entonces p procesadores trabajando en conjunto para realizar la misma tarea deberfan de tardar un tiempo de t/p segundos. Esta
constituye una situacién 6ptima que en muy pocas ocasiones puede alcanzarse. Sin embargo, nuestro objetivo es proponer algoritmos
que resulten cada vez mas rapidos, aprovechando las caracteristicas de estos ordenadores que disponen de diversos procesadores para

ejecutar las tareas computacionales que cada proceso conlleva.

En los anos ochenta se construyeron un buen nuimero de ordenadores paralelos en los que se obtenia un rendimiento aceptable de

aquellas aplicaciones que tenian en cuenta la arquitectura especifica de la maquina en la que se ejecutaba la aplicacién. Esto resultaba lento

31
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y costoso debido a la gran diversidad de arquitecturas que surgian. Desde principios de los noventa hasta ahora se advierte una evolucién
mas estandar en los modelos arquitecténicos que se desarrollan, consistentes basicamente en un conjunto de pares (procesador,memoria)
inteconectados mediante una red de comunicacién que permite el empleo de direcciones globales. Esta convergencia se basa en razones de
tipo tecnolégico y econémico; los grandes fabricantes aprovechan los microprocesadores existentes para construir maquinas paralelas en

lugar de crear nuevos microprocesadores y, por otro lado, la memoria distribuida presenta la ventaja de la rapidez de acceso a la misma.

En las maquinas paralelas nos encontramos con algunas dicotomias importantes que analizamos muy brevemente. La primera de ellas
estd relacionada con la forma en la que se controla el trabajo de los procesadores. En un sistema de simple instruccion, maultiples datos
(SIMD), todos los procesadores se encuentran bajo el control del procesador principal o maestro, ejecutando todos los procesadores la
misma instruccion al mismo tiempo. El primer gran sistema paralelo desasrrollado a principios de los 70, el Illiac IV era una méaquina
de este tipo. La alternativa a estos sistemas la constituye los sistemas de multiple instruccion, maultiples datos (MIMD), en el que los
procesadores individuales trabajan bajo el control de sus propios programas. Aqui se presenta el problema de la sincronizacién, ya que

no hay un procesador principal que pueda llevar a cabo esa tarea.

Otra importante dicotomia en los computadores paralelos es la de la memoria compartida frente a la memoria local o distribuida. En
los computadores con memoria compartida todos los procesadores tienen acceso a una memoria comun, lo cual presenta la ventaja de que
todas las comunicaciones entre los procesadores se realiza a través de la memoria comun, por lo que las comunicaciones en este sistema
resultan muy rapidas. La desventaja es que muchos procesadores al mismo tiempo pueden acceder a esa memoria compartida por todos,
lo que puede provocar un retraso hasta que la memoria esta libre. La alternativa a estos sistemas son los sistemas con memoria local, en
los que cada procesador accede a su propia memoria. Las comunicaciones entre los procesadores tienen lugar a traves de un proceso de

paso de mensajes, en el que los datos se transfieren de un procesador a otro.

Otro aspecto fundamental de los computadores paralelos es el modo en el que los diferentes procesadores se comunican unos con
otros. Existen distintos esquemas de interconexiéon de los procesadores. Las conexiones mas importantes son las de anillo, de malla, de

hypercubo y clusters. Para una descripciéon mas detallada de estos esquemas de conexién podemos ver Ortega [96].
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Definimos a continuacion algunos conceptos fundamentales relacionados con el rendimiento de los algoritmos paralelos. Supongamos

que tenemos un computador paralelo que consta de p procesadores.

Definicién 2.1 Llamamos grado de paralelismo de un algoritmo numérico al nimero de operaciones en el algoritmo que pueden

realizarse en paralelo.

Con el fin de ilustrar el significado de este concepto, consideremos el problema de sumar dos vectores a y b de n componentes. Las
sumas de las distintas componentes a; + b;, para ¢ = 1,2,... ,n, son independientes y pueden realizarse en paralelo. Asi, el grado de
paralelismo de este algoritmo es n y es independiente del niimero de procesadores de nuestro sistema; constituye una medida intrinseca
del paralelismo del algoritmo. El niimero de procesadores sélo afectara al tiempo necesario para completar la computacién. Consideramos

ahora el problema de sumar n nimeros ay, as, ... ,a, mediante el algoritmo en serie
s =ay, s = s+ a;, 1=2,...,n.

Este algoritmo resulta poco adecuado para el calculo en paralelo aunque el problema en si mismo puede paralelizarse mediante un
algoritmo distinto que a continuaciéon describimos. Supongamos que n = 8 y que queremos sumar los nimeros a; + as + - -+ + ag. La
figura 2.1 nos muestra la adicién de estos ocho nimeros en tres etapas, cada una de ellas con distinto color. En la primera etapa se
realizan cuatro sumas en paralelo, en la segunda se realizan dos sumas, mientras que en la tercera etapa se lleva a cabo una unica suma.
El algoritmo que muestra la figura 2.1 se conoce con el nombre de fan-in e ilustra perfectamente el principio divide y vencerds que ya
se estudié en la seccién 1.2. Dividimos el problema de la suma en problemas més pequenos que pueden ser resueltos independientemente

unos de otros de forma sencilla.

Los algoritmos de tipo fan-in son muy utilizados en computacién paralela para la ejecucién en paralelo de sumas, productos, calculos
del maximo o minimo de n nimeros, etc. Claramente vemos que si n = 29, entonces un algoritmo fan-in como el que muestra la figura
2.1 consta de g = log, n etapas donde se realizan n/2 sumas en la primera etapa, n/4 sumas en la segunda etapa y asi sucesivamente.

Esto significa que el grado de paralelismo en la primera etapa es de /2, en la segunda es de n/4 y asi sucesivamente.
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Figura 2.1: Algoritmo fan-in para la suma de ocho mimeros.

Relacionado con el grado de paralelismo de un algoritmo esta la idea de granularidad. Una granularidad a gran escala significa que
pueden realizarse grandes tareas de forma independiente en paralelo; una granularidad a pequena escala significa que pequenas tareas
pueden realizarse en paralelo. Un ejemplo simple de granularidad a pequena escala puede ser la suma de dos vectores donde la tarea que

puede realizarse en paralelo es la adicion de dos escalares.
Los conceptos de speedup y eficiencia son los mas utilizados para medir el paralelismo de un algoritmo.
Definicién 2.2 El speedup de un algoritmo paralelo, que denotamos por S,, es S, = t_l’ donde t; es el tiempo de ejecucién para un

P
unico procesador y ¢, es el tiempo de ejecucion utilizando p procesadores.

El speedup es una medida de comparaciéon de un algoritmo cuando se utilizan 1 y p procesadores. Relacionado con este concepto esta

el de eficiencia, E),, que definimos a continuacion.
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S.

Definicién 2.3 Definimos la eficiencia de un algoritmo paralelo como E, = —.
p

Un objetivo fundamental en el desarrollo de algoritmos paralelos es conseguir el mayor speedup posible; idealmente, S, = p. Los

factores que mas influyen en una reduccién del speedup son la pérdida de paralelismo en el algoritmo unido al exceso de comunicaciones

y el tiempo de sincronizacion.

Otro de los factores que puede degradar sensiblemente el grado de paralelismo de un algoritmo es el problema del equilibrado de la
carga computacional. Por equilibrado de carga queremos significar el reparto de tareas entre los diferentes procesadores del sistema. Este

reparto debe ser lo mas equilibrado posible de manera que todos los procesadores estén activos el mayor tiempo posible.

2.2 El modelo de computacion BSP

El modelo Bulk-Synchronous Parallel Computing BSP, inicialmente propuesto por Valiant [109] y desarrollado posteriormente por
McColl [88, 89], abarca una amplia gama de arquitecturas ya que realiza una sencilla abstraccién de una computacién paralela. La sencillez
de esta abstraccion estd en que un reducido nimero de parametros recoge las variaciones mas importantes entre las arquitecturas paralelas.
El modelo no distingue ciertas diferencias cualitativas como por ejemplo la topologia de comunicaciones de las redes de trabajo o las

diferencias entre memoria compartida y distribuida que aparecen sélo en forma de diferentes costes para acceder a datos no locales.

Uno de los problemas clasicos en la computacion paralela consiste en la escritura de algoritmos que sean validos para las diferentes
arquitecturas existentes. Una solucion es la abstraccion de los programas de la arquitectura de la maquina. El modelo BSP constituye
un estilo de programacion paralela desarrollado para paralelismo de propésito general, es decir, para un paralelismo que abarca todas las
areas de aplicaciéon y un amplio rango de arquitecturas (véase McColl [89]). Por tanto, pretende cubrir unos objetivos no alcanzados por

los tradicionales modelos de programacion paralela que resultan adecuados para ciertos tipos concretos de aplicaciones o que trabajan
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de forma eficiente en ciertos tipos particulares de maquinas.

Las propiedades mas importantes de este modelo de computacion se resumen en los siguientes puntos:

e Los programas BSP son faciles de escribir. En cierto modo, esa simplicidad hace que sean muy similares a los programas secuenciales.

e El modelo es independiente del tipo de arquitectura. Esto supone que los programas sean independientes de la méquina en la que

se estén ejecutando, lo que hace que el grado de portabilidad sea total.

e El rendimiento de un programa en una cierta arquitectura es predecible. Esto significa que el tiempo de ejecucién de un algoritmo

puede calcularse a partir del texto del programa, utilizando un reducido nimero de parametros distintos en cada arquitectura.

Una primera versién de los componentes que integran una computadora BSP serfa: un conjunto de procesadores secuenciales con
memoria local, un sistema de comunicacion que posibilita que los procesadores puedan acceder a datos no locales y un mecanismo para

la sincronizacion global de todos los procesadores.

El término bulk-synchronous refleja la posiciéon intermedia que ocupa el modelo BSP entre los extremos del paralelismo sincrono y
asincrono, conceptos que a continuacién comentamos brevemente. En un sistema sincrono puro, los procesos se ejecutan en pasos fijos,
sincronizados por un reloj global en cada instruccién. En un sistema asincrono, los procesos pueden trabajar independientemente a
diferentes ratios y se sincronizan implicitamente por parejas solo cuando tiene lugar la comunicacién. Los procesos de una computadora
BSP se ejecutan concurrentemente a través de un programa, aunque se pueden realizar tareas de comunicacion sin que lleven aparejadas

una sincronizacion inmediata.

Definicién 2.4 Se define un superpaso como un segmento de la computacién durante el cudl cada procesador puede realizar una
secuencia de operaciones utilizando sélo sus propios datos locales y puede iniciar requerimientos de lectura y escritura de datos contenidos
en otros procesadores. Al final de cada superpaso y antes de continuar con el siguiente, todos los procesadores esperan en un determinado

punto, llamado barrera de sincronizacion, hasta que se completa el intercambio de datos no locales.
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A partir de esta definicion podemos subdividir cada superpaso en tres fases claramente diferenciadas: una primera fase de computacion
local en cada procesador, una segunda fase de comunicacién y la ultima fase que coincide con la barrera de sincronizacién, que posibilita

el movimiento de datos en las memorias locales de cada procesador.

Es importante resaltar que en el transcurso de un superpaso no tiene porqué producirse calculos de tipo aritmético y comunicaciones.
Puede haber superpasos donde tinicamente se realizan comunicaciones y superpasos con célculos aritméticos sélamente. La barrera de
sincronizaciéon siempre se produce al final de un superpaso, por lo que el tamano minimo para un superpaso viene dado por la frecuencia
con la que pueda ejecutarse cada barrera de sincronizacion. Este limite se cuantifica en el modelo BSP mediante un parametro [ que es
la periodicidad de sincronizacién. Al hablar de periodicidad de sincronizacién nos referimos a la minima cantidad de tiempo que debe
transcurrir entre sucesivas sincronizaciones globales. El tiempo transcurrido se mide en pasos de computacién basicos, que es el tiempo

que tarda un procesador en realizar una operacion sobre datos locales, es decir, un flop.

El coste de las comunicaciones globales se expresa mediante el parametro g y se define a partir del concepto de h-relacion, que a

continuacion se expone.

Definicién 2.5 Definimos una h-relacion como un patrén de comunicacion global en el que cada procesador puede enviar y recibir
hasta un total de h unidades de datos. A partir del concepto de h-relacion, podemos definir el parametro g diciendo que una h-relacién

arbitraria puede comunicarse en hg unidades de tiempo, imponiendo que h es mayor que algtin valor hy.

Un modelo de comunicaciéon en el que cada procesador envia un dato a otro procesador distinto representa una 1l-relacién. Sin
embargo, un modelo de comunicacién en el que un procesador envia un unico dato al resto representa una p-relacion. Este dltimo modelo
de comunicacién se conoce con el nombre de broadcast y tiene gran importancia por tratarse de un modelo de comunicacién muy
utilizado en algoritmos de dlgebra lineal. El modelo BSP no distingue entre un mensaje de longitud m y m mensajes de longitud 1.
El coste es similar en ambos casos y viene determinado por mg. En cuanto a los procesos de comunicacién cabe senalar que si en un
superpaso la cantidad total de datos comunicados es muy pequena, entonces los efectos del start-up de la maquina pueden jugar un papel

importante en el rendimiento del algoritmo.



38 2 El modelo BSP

El parametro g representa la razon de la computacion global por la capacidad de comunicacién global y su cota depende de si se tienen
suficientes datos para intercambiar, por lo que el sistema de comunicaciones puede alcanzar la capacidad indicada. Ademaés, g constituye

una medida bastante precisa del coste de comunicar grandes cantidades de datos en una amplia gama de computadoras paralelas.

En resumen, podemos afirmar que una computadora BSP queda definida mediante los siguientes parametros:

e p, que es el niumero de procesadores.

e s, que es la velocidad de computacién de cada procesador, medida en megaflops por segundo, Mflop/seg (millones de operaciones

aritméticas en coma flotante por segundo).

e [, que es el numero de unidades de tiempo necesarias para realizar una sincronizacion entre los procesadores. El parametro

corresponde a la latencia de la red de comunicacion.

e ¢, que representa una medida de la razon entre la capacidad total de la CPU por segundo y la capacidad total de comunicacion
por segundo, esto es, el cociente entre el niimero total de operaciones béasicas que se pueden realizar en un segundo por todos los

procesadores y el nimero total de unidades de datos que se pueden repartir por la red de comunicacion en un segundo.

Notemos que con el fin de poder comparar el rendimiento paralelo en diversos sistemas, los parametros de tiempo transcurrido se
miden en pasos bésicos de comunicacién. Si la velocidad del procesador viene dada en flop/seg (flops por segundo), entonces el parametro
[ también se expresara en flops y ¢ vendria dada por flop/palabra (flops por palabra). La unidad flop/palabra representa el niimero de
operaciones locales que cada procesador podria ejecutar durante el tiempo que tarda cada uno de ellos en comunicar una palabra en

coma flotante.
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2.3 El modelo de programacion

El modelo propuesto por Valiant [109] no presupone ningin tipo de maquina especifica que identifique dicho modelo. En la préictica
la implementacién se realiza con posterioridad y se organiza de acuerdo con el formato SPMD. En este modelo cada procesador paralelo
ejecuta el mismo texto del programa, lo que significa que cada procesador ejecuta una y sélo una copia del programa original y dicha
copia en ejecucion se denomina proceso, por lo que hablar de proceso y procesador es equivalente. Los procesos se ejecutan a través de
una secuencia de superpasos. Dentro de un superpaso cada procesador puede ejecutar calculos distintos pero todos deben llegar al final
de dicho superpaso antes de continuar con el siguiente. Cada procesador tiene su propio espacio de datos, pudiendo acceder de forma
explicita al espacio de memoria del resto. Dicho acceso a datos remotos es asincrono, lo que significa que no se puede garantizar que
una operacion de busqueda de datos o almacenaje de un elemento se produzca hasta el final del superpaso actual, momento en el que se

sincronizan todos los procesadores.

Como ya se mencioné en la seccion 2.2 el concepto fundamental del modelo de programacion es el de superpaso. Un algoritmo BSP
es una serie de superpasos en los que se pueden desarrollar operaciones aritméticas y llamadas a datos no locales. Desde que este modelo
fue propuesto por Valiant en 1990, se han venido desarrollando diversas librerias de funciones que han permitido la implementacion de un
buen numero de algoritmos en computadores BSP. Algunas de estas librerias son extensiones de lenguajes de programacion ya existentes

como el C/C++ y FORTRAN. A continuacién citamos algunas librerias que han sido implementadas en diferentes arquitecturas.

e La libreria BSP de Oxford. Esta libreria se desarrollé en Oxford en 1993 en el grupo de computacién paralela dirigido por
McColl y fue la primera libreria que se implementé para este modelo utilizando los lenguajes C y FORTRAN. La version original
de esta libreria era muy reducida, constando inicamente de seis funciones. Posteriores versiones han desarrollado notablemente las
posibilidades de la misma a través de nuevas funciones que completan las existentes. Véase Donaldson, Hill y Skillicorn [37] para

una descripcién mas detallada de la ultima versién de esta libreria.

e BSP++4. Constituye una aproximacion a la programacion orientada a objetos para computadores BSP. Es una extensiéon de la



40 2 El modelo BSP

librerfa de Oxford y aparece en el ano 1994. Véase Lecomber [82] para un andlisis mas detallado de esta libreria.

e La libreria Green BSP. Esta libreria data de 1995 y su caracteristica més importante es que implementa como tinico método
de comunicacién el paso de mensajes. Su implementacién es en lenguaje C. Véase Goudreau y otros [56] para una descripcién més

detallada de esta libreria.

e La libreria BSP Worlwide Standard. Es el resultado de la colaboracién entre los grupos de Oxford y de la libreria Green. Data
de 1996 y se implementa tanto en lenguaje C como FORTRAN. Véase Goudreau y otros [55] para una descripcién més detallada

de esta libreria.

e Libreria PUB. Se trata de la libreria desarrollada mas recientemente, concretamete en 1999 en la Universidad de Paderborn
(Alemania). Esta implementada en C. Para profundizar en las caracteristicas particulares de esta libreria, véase Bonorden y otros
[15].

Estas librerias tienen en comun el haber sido desarrolladas y probadas en una amplia variedad de plataformas entre las que podemos
citar IBM SP1 e IBM SP2, SGI Power Challenge, Silicon Grafics Origin 2000 CRAY T3D y CRAY T3E, Convexr SPP, clusters de
estaciones de trabajo Solaris (TCP/IP), clusters de Pentiums bajo Linux (TCP/IP), clusters de estaciones de trabajo IBM RS6000,
Hitachi SR2001, SunOS 4.1.x y Parsytec Explorer.

2.4 El modelo de coste

Como ya se ha visto anteriormente, los pardmetros [ y g cuantifican el rendimiento del sistema. Podemos utilizar estos pardmetros
para predecir el rendimiento de un determinado programa o algoritmo que se esté ejecutando en el sistema. Un programa BSP esta
compuesto por una secuencia de superpasos que se ejecutan sincronamente, con lo que el tiempo total transcurrido serd la suma de los

tiempos invertidos en cada superpaso.
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El modelo de coste, por tanto, se basa en el coste individual de cada superpaso del programa, que viene dado por la expresion

Oy = max w; + max h;g + 1, (2.1)
1<i<p 1<i<p

donde C representa el coste total del superpaso, w; es el tiempo de computacion aritmética del procesador P; en el transcurso del

superpaso, h; es el numero de unidades de datos que el procesador P; envia o recibe durante el superpaso y ¢ y [ son los valores de los

parametros definidos en la seccion 2.2.

En consecuencia, el coste de un programa BSP es la suma del coste de todos sus superpasos. Las caracteristicas de este modelo de

coste nos sugieren diversas estrategias muy apropiadas para obtener programas BSP eficientes. Entre éstas podemos citar
e Equilibrar la computacion en cada superpaso entre los diferentes procesadores, es decir, que cada procesador tenga asignado un
trabajo similar, ya que la barrera de sincronizacion debe esperar a que el procesador mas lento acabe las tareas encomendadas.

e Equilibrar las comunicaciones entre los procesadores, ya que el coste de comunicaciéon es un maximo entre elementos enviados y

recibidos.

e Minimizar el nimero de superpasos, con lo que estamos minimizando las barreras de sincronizacion.

Analizamos ahora, siguiendo el modelo de coste anteriormente expuesto, el coste de algunos modelos de comunicacién habituales en
los algoritmos del tipo divide y vencerds. Asi, si tenemos en cuenta que una h-relaciéon es un patrén de comunicacién global en el que
cada procesador puede enviar o recibir a lo sumo h unidades de datos y su coste es de hg flops, establecemos el coste BSP de los siguientes
modelos de comunicacion.

(i) Cada procesador envia un elemento al procesador siguiente. El coste de esta comunicacién es 1¢g flop, ya que tenemos una 1-relacién.

(ii) Cada procesador tiene un mensaje de longitud h entrando y saliendo de él. El coste BSP de este patrén de comunicacién es de hg
flops, de acuerdo con la expresion (2.1).
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(iii) Desde p procesadores se envia a otro procesador un mensaje de longitud % unidades, suponiendo que n es miltiplo de p. En este
caso, el coste viene dado por el nimero de elementos recibidos por el procesador receptor de los mismos, ya que es el maximo. En

este procesador entran n unidades de datos lo que representa una n-relacién, con un coste de ng flops.

(iv) Los procesadores pares envian a los procesadores pares un mensaje de longitud m, suponiendo que p es miultiplo de 2. Segin

p

este modelo de comunicacion, en cada procesador par entran y salen £ — 1 mensajes de longitud m, por lo que se trata de una

p

(’—’ — 1)—relacién, y su coste viene dado por (5 — 1) g flops.

2
(v) Se considera el patrén de comunicacién en el que desde un procesador se realiza un broadcast de n elementos. El coste de este
patrén de comunicacién es de n(p — 1)g flops, ya que el procesador del que salen los datos envia un total de n(p — 1) datos al resto

de procesadores, esto es, una n(p — 1)-relacién.

2.5 Valores de s, g y [ en distintas maquinas

El modelo de coste nos permite la prediccién en la ejecucion de los programas BSP en diversas arquitecturas. Basta con calcular el
coste computacional y de comunicacién en cada superpaso y sustituir los valores de p, s, g y [ en la expresion (2.1). Los valores de estos
parametros pueden medirse en cada maquina por medio de software. A lo largo de esta memoria se presentan resultados teoricos para
todos los algoritmos estudiados con el fin de establecer comparaciones en los tiempos de ejecucién de dichos algoritmos. Las maquinas

elegidas para realizar un estudio comparativo de tiempos entre los diferentes algoritmos presentados son

e un IBM SP2, dotado con dos tipos de conexiones para efectuar las comunicaciones entre los procesadores: un switch de alto
rendimiento y una conexion ethernet. Consta de ocho procesadores P25C a 66.7 Mhz y 128 Mbytes de memoria principal por cada

procesador,
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e un CRAY T3D, que consta de 256 procesadores del tipo DECchip 21164 a 150 Mhz con 64 Mbytes de memoria local por cada

procesador,

e un cluster de Pentiums formado por ocho Pentiums IT a 400 Mhz con 128 Mbytes de memoria por procesador, conectados entre si

utilizando un switch ethernet Cisco 2916XL a 100 Mbytes por segundo.

Los valores de los parametros p, s, g y [ para las maquinas citadas anteriormente se muestran en la tabla 2.1 y son los que publica
el grupo de BSP de la Universidad de Oxford. Las unidades utilizadas para medir estos parametros son las siguientes: s se mide en
megaflops por segundo (Mflops), p es el nimero de procesadores, | se mide en flops y ¢ se mide en flops por palabra (flop/word), que
en este caso son palabras de 32 bits. En la tabla 2.1 aparece ny/,, que constituye una medida del tamano del mensaje que produce una

comunicacion 6ptima en la red de comunicaciones de la computadora paralela.

Describimos brevemente a continuacion la forma en que el grupo BSP de Oxford calcula los parametros que aparecen en la tabla 2.1.
El célculo del parametro s depende fuertemente del tipo de calculo que llevamos a cabo. Se realizan dos cédlculos del pardmetro y se
toma el valor medio. El primero consiste en medir el coste de un producto de vectores de tamano n donde el nimero de operaciones que
se realizan es de orden n. Se trabaja con estructuras de datos de tamano n, siendo este tamano superior al tamano del caché de cada
procesador. Este valor de s constituye una cota inferior para la velocidad del procesador. Por otra parte, se calcula el parametro s para
el coste de un producto de matrices densas donde el ntimero de operaciones que se realizan es de orden n®. Las estructuras de datos
ahora son de tamafio n? y una buena parte de los calculos se guardan en el caché de cada procesador. Este valor de s constituye una

cota superior de la velocidad del procesador.

Como ya se ha comentado en el transcurso de esta seccion, la eficiencia de un algoritmo BSP depende en gran medida del diseno de un
modelo de comunicacién lo mas equilibrado posible. Asi, del mismo modo que para la medida de s tomabamos el valor medio cuando se
desarrollaban dos tipos distintos de céalculos, ahora medimos la capacidad de comunicacion g del sistema utilizando dos modelos distintos
de comunicacion equilibrada. El primero de ellos es el de una 1-relacion, donde cada procesador comunica a su procesador vecino una

unidad de datos. Como segundo modelo de comunicacién se considera una k-relacién en la que se produce un intercambio de datos entre
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s p l g ny /o words
26 2 18759  182.1 3

4 39025  388.2 5

8 88795 1246.6 2

s p l g ny/o words
26 2 1903 6.3 6
4 3583 6.4 7
8 5412 6.9 6
(a) IBM SP2 switch
s l g ny/p words
12 164 0.7 71
168 0.7 66
175 0.8 59
16 181 0.9 61
32 201 1.1 28
64 148 1.0 27
128 301 1.1 20
256 387 1.2 15

(b) IBM SP2 ethernet

s p [ g ny/p words
88 2 5654 319 5

4 11759 314 5

8 18347 30.5 32

(c) CRAY T3D

(d) Cluster de Pentiums

Tabla 2.1: Valores de los pardmetros s, g, I y ny/s.
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todos los procesadores (cada procesador realiza un broadcast de k elementos). Esto nos proporciona dos medidas de g distintas, una que
llamamos local, correspondiente a la 1-relacién y otra que llamamos total, correspondiente a la pg-relacion. Los valores de g que se

muestran en la tabla 2.1 se refieren al valor de g local y para comunicaciones de palabras de 32-bits.

La tabla 2.1 nos muestra un valor tinico del parametro g para cada valor de p, independientemente del tamano de la comunicacién que
se realiza. En la prediccion tedrica de tiempos que se realiza para cada algoritmo a lo largo de los siguientes capitulos hemos utilizado el
modelo propuesto por Hockney [64] y modificado por Miller [95]. En este modelo se debe tener en cuenta el efecto de la granularidad, por
lo que se realizan comunicaciones aumentando el tamafno de los bloques comunicados, obteniéndose una gréafica que relaciona el cociente

entre el tiempo ¢ (en flops) y el tamano n del bloque comunicado. Si suponemos que existe una relacién lineal entre ¢ y n, tendremos que
t(n) =kn +1,

siendo k el tiempo que tarda en comunicarse una palabra y [ el tiempo de una sincronizacién. La relacion entre n y ¢ se puede expresar
como g(n) = % Suponemos ahora que g., es el valor asintdtico al que se aproxima g(n) cuando n tiende a 0o y que 145 es el tamano

del mensaje que produce la mitad del ancho de banda 6ptimo de la maquina, es decir, g (n1 /2) = 2¢s0- Bajo estos supuestos, podemos

expresar
t(n) = (n +11/2) goo, (2.2)

de donde
g(n) = “Tn) = (1 + %) Goo- (2.3)

La expresion (2.2) nos muestra que cuando n = ny /2 entonces la mitad del tiempo se utiliza en la comunicacién propiamente dicha y

la otra mitad en el start-up. Se considera como valor BSP de la maquina g = g(n1/2) = 2¢eo.

Para calcular el coste g de la comunicacién de una palabra se utiliza la expresién (2.3). Sin embargo, distinguimos los casos siguientes:



46 2 El modelo BSP

® sin > nyp entonces g = goo-

e sin < ny/ entonces # =0, por lo que podemos tomar £(n) = n1/29-. Asi, tendremos que

_ t(n) _ M1/29
g n n

El valor de [ representa el coste de una barrera de sincronizacion y puede ser calculado empiricamente en cada maquina. Una forma
de calcular [ es mediante un programa que incluya una sucesion de superpasos vacios para determinar el coste medio de una barrera de

sincronizacién.

Analizando los parametros que aparecen en la tabla 2.1, se observa que el CRAY T3D es una méquina donde la velocidad de los
procesadores no es excesivamente alta, sin embargo, las comunicaciones son més rapidas que las operaciones aritméticas hasta p =16 y
practicamente igual de rapidas para el resto de procesadores. Para p = 256 el valor de g es 1.2, lo que nos da idea de la rapidez con que
se comunican datos en una maquina de este tipo. Teniendo en cuenta estas caracteristicas cabe esperar que aquellos algoritmos con una
gran carga de comunicaciones y menor carga computacional sean los que mejor rendimiento ofrezcan. Hay que resaltar los valores de los
parametros que se consiguen para 64 procesadores. Se observa que el coste de realizar una barrera de sincronizacion desciende hasta 148
flop/seg., mientras que realizar la comunicacién de una palabra de 32 bits cuesta exactamente lo mismo que realizar una operacién en

coma flotante. Esto significa que deberiamos obtener mejores tiempos en los algoritmos que estudiemos para p = 64 que para p = 32.

La maquina que presenta peores valores para los parametros BSP es el IBM SP2 con conexiéon ethernet. Como muestra digamos
que realizar una comunicacién trabajando con p = 8 cuesta lo mismo que realizar 1246.6 operaciones aritméticas y una barrera de

sincronizaciéon tarda un tiempo equivalente a realizar 88795 operaciones aritméticas.



Capitulo 3 Algoritmos divide y vencerds basados en la

formula de Sherman-Morrison

3.1 Introduccion

En esta seccién presentamos un método general para resolver un sistema lineal
Ax =d (3.1)

siguiendo una estrategia de actualizacion de rango uno de la matriz A. Empezamos describiendo el método general para, posteriormente

en la seccion 3.2, estudiar el caso tridiagonal.

Supongamos que podemos obtener una matriz no singular G de manera que
m—1
A=G+ Z wv! (3.2)
i=1

donde u;,v; € R” parai=1,2,... ,m— 1.

47
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Sea

B; = B, 1 + uv! i=1,2,...,m—1 (3.3)

i

con By = G. Claramente B,,_; = A, por tanto, la tnica solucién & = A~ 'd del sistema (3.1) puede obtenerse utilizando la férmula de

Sherman-Morrison (véase la seccién 1.1 para una descripciéon més detallada de dicha férmula), como

1
r=|1-— Bl ot ol B,L,d|,

-1
Bm72u’l’n—1

lo cual implica calcular previamente los vectores B;,' ,d y B! ;1. Aplicando de nuevo la férmula de Sherman-Morrison a la ecuacién

(3.3) para i = m — 2 obtenemos que

1
-1 g _ —1 T —1
Bm72d =|1- T 1 Bm—Su’m*Q U2 Bm—3d )
1+ Vim—2 Bm—Sum—Q
B! = |1 ! B! ; B!
m—2Um—1 = - T 1 m—3Um—2Up,_9 m—3Um—1|,
1 + /vme Bm73u’m*2
lo que significa que debemos conocer los vectores B! od, Bl stty_2 v B! sty1.
Siguiendo con este esquema de calculo, obtenemos que si i =m —2,m — 3,...,2, 1, para calcular B; 'd y Bl-_luj, con j =1+ 1,7+
2,...,m — 1, necesitamos calcular previamente Biilld y B;llul, paral=74,0+1,... ,m— 1.

En consecuencia, si por «; denotamos la solucién del sistema B;x = d, es decir ¢, = B; 'd y por w;; la solucién del sistema
Bix = uy, es decir w;, = B[luk podemos calcular la solucién del sistema (3.1) dada por & = A7'd = B;ml_ld = x,,_1 utilizando el

siguiente algoritmo basado en la férmula de Sherman-Morrison y los comentarios anteriores.
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Algoritmo 3.1 Un algoritmo recursivo general.

1 Inicializacién.

Resolver los sistemas Box = d y Box = w;, parat = 1,2,... ,m — 1, con el fin de obtener xy = Bald y wo,; = Bo’lul-, para

1=1,2,... ,m—1.

2 Actualizacién.
Parai=1,2,... ,m — 2 calcular

T T
V; Tiq Uy Wi—15

Li = Lij-1 Wi-1i Y Wij = Wi-15 —
7 J 1+ ’U@'Twifl,i

R R
I+vjw; q;

3 Obtencién de la solucion.
Calcular
v?;bflwme
L+l wmom

LTm—1 = Tp—2 — Wm—2m—1-

3.2 Un algoritmo recursivo para sistemas tridiagonales

A partir de esta seccion y en lo que resta del capitulo supondremos que la matriz

a; by

Co Q2 by

Cp—1 Qp—1 bn—l

Cn an

w;_1; para j=i+1,1+2,... ,m—1

(3.4)
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del sistema (3.1) es tridiagonal, irreducible y diagonal dominante. Con objeto de simplificar la notacién, supondremos a partir de ahora

que n = 29 para un cierto entero g > 1, que

G
Gy agi—1 bai1
G = con G;= L oi=1,2,... 20
" C2; a2;
i Gao- |
donde

a = m
R . —1
agi = g — Coip1, 1=1,2,... 207 =1, (35)

N . -1

A2i—1 = Qi1 —boi—o, 1=2,3,... ,Qq ) (3-6)
an, = an

Y que u; = €9 + €941 ¥ V; = Coiy1€29; + byesiyq, donde ey; y €941 son las columnas 2i-ésima y (2i + 1)-ésima de la matriz I,,.

Debido a la estructura de las matrices A y G y de los vectores u; y v;, en esta secciéon proponemos una modificacion del método
introducido en la seccién 3.1, que puede implementarse utilizando un algoritmo recursivo en el que tnicamente se actualizan los bloques
de vectores no nulos. Se utiliza la notacién x(k : [) con k < [ para denotar el vector formado por las componentes k, k + 1,... 1 del

vector @.

Algoritmo 3.2 Un algoritmo basado en el método de desacoplamiento recursivo para sistemas tridiagonales.

1 Inicializacién.



3.2 Un algoritmo recursivo para sistemas tridiagonales 51

1.1 Parai=1,2,...,297! resolver los sistemas
Gix(20 —1:2i) =d(2i —1: 2i). (3.7)
1.2 Parai=1,2,...,297" — 1, resolver los sistemas
Giw; (20 — 1:2i) = u;(2i — 1 : 21) y Girw;(2i+1:20+2) =u;(20 +1:2i +2). (3.8)
2 Actualizacién. Parak=q¢—2,¢—3,...,2,1,yparai=1,2,... 2% calcular
(297 F(i—1) +1:29717kF(2 — 1))
T(297F( — 1)+ 1:297%) =
ZT(29717k (21 — 1) + 1 : 297F9)
T(297F (= 1) +1: 29717k (20 — 1))
Voq—2-k(2i—-1)(2*(i — 1) +1: 207 F3)T
29717k (20 — 1) 4 1: 297F9)
—2—k(9;_1)(297F (i — : 20 ki), 3.9
1 _|_ /UQq727k(2/L'_1) (quk(,i _ 1) +1: quki)Tw2q72fk(2,L‘_1)(quk(’i _ 1) +1: quki) wQQ 2—k (21 1)(2q ( 1) +1:24 ) ( )
0(1: 20— 1-k)
Wog—1-k;(297F (G — 1) +1:297F4) =
Woq—1—k; (297175 (25 — 1) + 1 : 297%9)
0(1:20-1-%)
Voq—2-k(2i—1)(27*(i — 1) +1: 297 %)
Woq—1-k; (297178 (2 — 1) + 1: 297F4)
Woq—2—k(2;_1)(297F(i = 1) +1: 207 i), (3.10)

1+ Vog—2-k(2i—1)(27F(i = 1) +1: 207 F i) TWog—2—k(9; 1) (297 (i — 1) + 1: 297%)
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Woq—1-k(;—1)(297% (i — 1) +1:29717%(2i — 1))
Woq—1-k(;—1)(27F(i = 1) +1:297%i) = 0
(1:29-1=F)

v ot 141 geryr | 2T REmDETIET DR LTERGIS)
2q—2-k(2;1)(2977(t — 1) +1: 2977
o 0(1: 29-1-F)

Woq—2-k(2i_1)(297 %@ — 1)+ 1: 207 %3). (3.11
1+’qu727k(2i_1)(2‘1_k(if1)+1:2‘1_ki)Tw2q72fk(2i_1)(2q_k(if1)+1:24_ki) 202 (2i-1) =D+ ) ( )

En este paso, suponemos que wy y wyq—1 son vectores nulos.

3 Obtencién de la solucién. Calcular

xT(1:2971)
Voq—2(1:29)T
XT(1:2¢71) (2971 4+ 1:29)
T(1:29) = — Waq—2(1 : 29). (3.12)
(201 41 :29) I+ vga—2(1: 20)TWoq-2(1 : 29)

El algoritmo 3.2 constituye una modificacién del método propuesto por Evans [44], Spaletta y Evans [101] y Mehrmann [90]. Spaletta

y Evans [101] aplican la férmula de Sherman-Morrison para calcular A™' mediante la expresién

m—1 -1 m—1
<G + Z uiviT) =G '- Z aiG’luiv;pr’l (3.13)

siendo

Sin embargo, esta férmula no es correcta para m > 2 como se puede ver en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 3.1 Consideremos el problema de resolver el sistema (3.1) con

2 -1
-1 2
-1

-1
2 -1
-1 2 -1
-1 2
-1

y d=
-1
2 —1
-1 2

— = = = e R e

De acuerdo con la expresion (3.3) y teniendo en cuenta las definiciones de los vectores w; y v;, podemos escribir la matriz A como

G1
Go

+ ulfv{ + 'U/Q'Ug + ’lL3’Ug:,
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siendo
_0_ _0_ _0_ | 0_ | 0_ | O_
1 0 0 -1 0 0
1 0 0 -1 0 0
0 1 0 0 -1 0
up = 0 ) Uy = Ll uz = 0 y v = 0 ) v = E v3 = 0
0 0 1 0 0 -1
0 0 1 0 0 -1
0 0 0 0 0 0
Entonces
[ 9 ] (13 1 1 o o 0 0]
1 3 § 9 5 5 0 000
3 -1 53 % ® 16 16 00
N oo NP ST LI I I L
3 -1 i=1 00 % % T4 78 5 ©
-1 3 00 % 4% ® 1 5 3
3 -1 oo o o 2% % L3
I -2 (000 0 0 5 35 § §]
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Sin embargo,

|

AN
Ol—= O W= Ok Olut W O]~ ©]oo
oy ok wiv vle oS wis ol o~
Ll= Wiy = Wl Wlot R Wl Lol
ol ol wik O|5 O wiot oS olo
olon O3 wion Vol |5 wis Vle s
W WA N wlot Wik = Wy Wl
o~ YR wis VS ©lo wiv Bls O
Ol O~ WY Olot O W O O]~

La modificacién que introduce el algoritmo 3.2 respecto del método que proponen Evans [44], Spaletta y Evans [101] y Mehrmann [90],
se basa en una reduccion del nimero de actualizaciones que se realizan, ya que unicamente se consideran las componentes no nulas de los
vectores que son actualizados. A continuacion resolvemos detalladamente un ejemplo donde ponemos de manifiesto el funcionamiento

de dicho algoritmo.

Ejemplo 3.2 Consideremos el problema de resolver el sistema (3.1), donde A y d tienen la misma estructura que en el ejemplo 3.1 pero

ahoran =16 .

Utilizando las expresiones (3.5) y (3.6) podemos determinar los bloques diagonales G;, para i = 1,2,...,8, de la matriz G. Asi,
tendremos que

Glz{ 2 _1] Gi—{ s _1] para i=2,3...,7 ng{ s _1].

Ademas, parat1=1,2,... .7,

U; = ey + €911 y V; = —€9; — €941,
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donde ey; y ey;11 son las columnas 2i-ésima y (2i + 1)-ésima de la matriz 5.
Con estos datos estamos ya en condiciones de aplicar el algoritmo 3.2.
1 Inicializacion.
1.1 Resolvemos los sistemas
Girxa:2)=da:2), GoxB:4)=d3:4), Gsxs:6) = d(5: 6), Gux(7:8) = d(7:8),
Gsx9:10) = d©:10), Ggr@ai:12) =da1:12), Grxas:14) = d@13:14), Ggx(15:16) = d(15: 16),

cuyas soluciones son

| ) — a8 — st 2] 3 |

x(1:2) = , X(3:4)=x(5:6) = T(7:8) = ®(9:10) = ®(11:12) = ®&(13: 14) = y  @(15:16) = .
[ 365 ) 2] 5]

Nétese como la estructura particular de la matriz de coeficientes y del vector de términos independiente hace que muchos calculos a lo

largo del algoritmo sean repetitivos y coincidentes.

1.2 Debemos resolver ahora los sistemas

Ghw(3:4) = u1(3:4), G3wy(5:6) = Ua(5: 6), Gaws3(7:8) = u3(7:8),

Girwi(1:2) = uq(1:2), Gowa(3:4) = Uz(3:4), Gsws(5:6) = Us3(5: 6), Gawy(7:8) = Uy(7:8),

Grwy(9:10) = Ug(9:10), Gews(11:12) = ws(11:12), Grwg(13:14) = Ug(13: 14), GWr7(15:16) = Wr(15 : 16),

Gsws(9:10) = us(9:10), Gewe(11:12) = Ug(11:12), Grw7(13:14) = Wy (13 : 14).

Como ya se comenté anteriormente, la estructura del sistema que estamos resolviendo provoca que muchos vectores solucion de los
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sistemas anteriores sean iguales. Asi, es facil comprobar que

1/5
wi(1:2) = ,
2/5
3/8
W1(3:4) = W9(5:6) = W3(7:8) = Wy(9:10) = W5(11:12) = We(13:14) = ,
18
1/8
W2(3:4) = W3(5:6) = Wy(7:8) = W5(9:10) = We(11:12) = W7(13:14) = ,
3/8
2/5
Ww7(15:16) =
1/5

2 Actualizacion.

En nuestro ejemplo, n = 2*, por lo que q = 4. Asi, existen dos pasos de actualizacion parak =q—2=2yk=q—3 = 1.

Para k = 2, tendremos que i = 1,2,3,4 por lo que para i = 1, se calculan los vectores x(1:4) y ws(1:4) Unicamente, ya que el vector
wy es nulo. Se utilizan las expresiones (3.9), (3.10) y (3.11) que aparecen en el algoritmo 3.2. Asi,

wi(1: 47 { x(1:2) ] 4/5 4/5 16/9
1(1:
[ 2a.o) | | @@ | 3/5 | 44| 3/5 23/9
x(l:4) = —1+U T 1_4w1(1:4): —1—5 = ,
93(3:4)J 1147 wi(1:4) 1/2 1/2 7/3
1/2 1/2 10/9
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0(1:2 [ | [ | I |
01(114)T{ () | 0 1/5 1/9
[ oay | wa(s: ) | 0| 4025 2/9
wo(l:4) = — T a7 T wi(l:4) = +7—2 = 5
| was: ) | v1(t: ) wi(1:4) 1/8 3/8 1/3
3/8 1/8 4/9

Para v = 2, se calculan los vectores x(5:8), w4(5:8) y wa(5:8) aplicando las mismas expresiones que en el caso i = 1.

5:6
. { (5 : 6) ] 1/2 1/8 1
{ (5 6) -| L (7:8) J 1/2 3/8 2
x(5:8) = — i w3(5:8) = +4 = ,
L x(7:8) J 1+ v365:8)tws(5:8) 1/2 3/8 9
1/2 1/8 1
0(1:2 [ | [ | [ |
] o1 Tus] [
[ oay | wi(r:9) | 0] 138 3/16
wy(5:8) = — o w3(5:8) = + = = ,
| wirs) | LHose:Twse:) 18 | 2] 3/8 5/16
3/8 1/8 7/16
5:6
I { w5+ 6) ] 3/8 1/8 7/16
{ way(5 : 6) -| 0(1:2) J 1/8 1] 3/8 5/16
w2(5:8) = - = ws3(5:8) = + - =
| 0wy | 1HseeTwsey 0| 2] 38 3/16
0 1/8 1/16
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Para i = 3, se calculan los vectores x(9:12), wg(9:12) y wy(9: 12) realizando calculos similares a los casos anteriores.

9:10
os0: 127 { (9 10) ] 1/2 1/8 1
| 200 | | 21012 | 1/2 3/8 2
x(9:12) = — T ws(9:12) = +4 = ,
L (11 12) J 1+ v5(9:12)* w5(9:12) 1/2 3/8 2
1/2 1/8 1
0(1:2 | | | | | |
I (1:2) 0 1/8 1/16
| ouy | we(11: 1) 0 1|38 3/16
we(9:12) = - T ws5(9:12) = + = =
L we(11 : 12) J 1 4+ v5(9:12)* w5(9:12) 1/8 2 3/8 5/16
3/8 1/8 7/16
9:10
os(o:12)T | 2AO10 3/8 1/8 7/16
| w10 | 0(1:2) 18| 1] 3/8 5/16
wWy(9:12) = - T ws(9:12) = + = =
0(1:2) J 14 v509:12)" wx(9:12) 0 2 3/8 3/16
0 1/8 1/16
Finalmente, para 1 = 4, se calculan los vectores x(13:16) y wg(13: 16) de forma analoga a las anteriores.
1314
I { (13 : 14) ] 1/2 1/8 10/9
| 2as:10) | | @as:10) | 12 | aa |38 7/3
x(13:16) = — — —w7(13:16) = + — =
L 2 (15 : 16) J 14+ v7(13:16)T wr7(13: 16) 3/5 9 2/5 23/9
4/5 1/5 16/9
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(13 : 14
v7(13:16)7 { Wl ) ] 3/8 1/8 4/9
[ wes:19) | 001:2) | 18 | 40 3/8 1/3
we(13:16) = — = w7(13:16) = + — =
0(1:2) J 14+ v7(13:16)! w713 : 16) 0 72 2/5 2/9
0 1/5 1/9

Una vez cumplida la actualizacion para k = 2, procedemos a la actualizacion para k = 1, por lo que 1 = 1,2. Para i = 1 se calculan
los vectores @(1:8) y wy(1:8) utilizando de nuevo las expresiones (3.9), (3.10) y (3.11).

va(1:8) 7 { S ]

4 x(5:8)
x(1:8) = { Z:: } N 1+fu2(1:|é)Tw2(1:£)

T
’w2(1:8)={64/17 111/17 141/17 154/17 150/17 129/17 91/17 36/17} )

w1 s8)T { 0@1:4) —|

{ 0(1:4)-|_ Lw4(5:8)J

wy(l:8) =
e Lw4(5:8) J L +wv2(1:8)Twsy(1:8)

T
wat:®) = | 1/17 2/17 3/17 4/17 5/17 6/17 T/17 8/17 | .

Para 1 = 2 se calculan, como en el caso anterior, los vectores (9:16) y wy(9: 16).

p| o1
Vg (9 : 16)
2(9:12) ] x(13 : 16)

x(13 : 16) J 14 v600:16)Twg(9: 16)

T
:12(9:16):|7 'w6(9:16)=[36/17 91/17 129/17 150/17 154/17 141/17 111/17 64/17} )

{ w4(9: 12) ]

o L 0(1:4)J 14+ vg(9: 16)Twe(9 : 16)

v6(9:16)"

T
w6(9:16>={8/17 7/17 6/17 5/17 4/17 3/17 2/17 1/17] :
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3 Obtencion de la solucion.

Una vez terminada la fase de actualizacion, ya podemos calcular el vector x(1 : 16) mediante la expresion (3.12), que ya es la solucién

del sistema inicial.

va(1:16)7 { w -|
| { $(1:8)] :B(9:16)J
we = L (9 : 16) J T+ o016 w1 16)

T

w4(1:16>:[7/2 6 15/2 8 15/2 6 7/2 0 0 7/2 6 15/2 8 15/2 6 7/2

Como se desprende del ejemplo 3.2, en la fase de inicializacion, se resuelven una serie de sistemas de tamano 2 x 2. Estos sistemas se
utilizan en la fase de actualizacion para actualizar los bloques de los vetores @; y w; que van duplicando el niimero de sus componentes

vy que nos permiten en la ultima fase, calcular la solucion general.

En la figura 3.1 se visualizan las componentes de los vectores w;, para i = 1,2,... ,7, involucradas en la inicializacion y actualizacion
del algoritmo 3.2 para el ejemplo 3.2. En dicha figura no aparecen las componentes que se actualizan del vector solucién x debido a
que su actualizacion no ofrece ninguna dificultad de tipo conceptual. En la fase de inicializacién, se calculan todas las componentes del
vector @ por bloques de tamano dos, resolviendo sistemas de tamano 2 x 2. En los pasos siguientes de actualizacion se duplica cada vez

el tamano de los bloques que se actualizan hasta llegar a la obtencién de la solucién final de acuerdo con la expresion (3.12).

En la fase de inicializacién observamos que todos los sistemas que se resuelven son de tamano 2 x 2. Como se observa en la figura 3.1,
el resultado de esta fase es que hemos calculado cuatro componentes de cada uno de los vectores w;, para i = 1,2,... 7. Esto significa

que estos vectores tienen nulas todas sus componentes salvo a lo sumo estas cuatro, que son las que se han actualizado.

En el primer paso de la fase de actualizacién, es decir, para k = 2, combinamos los resultados de la etapa de inicializacién para
actualizar bloques de cuatro componentes de los vectores ws, wy vy wg, de manera que después de dicha fase de actualizacion cada uno
de estos vectores tiene nulas todas sus componentes salvo a lo sumo estas ocho componentes que se han actualizado. La figura 3.1 nos

muestra las componentes de la fase 1 que son necesarias en cada una de las actualizaciones que se llevan a cabo en cada fase. Se utilizan
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Inicializacién Actualizacién k = 2. Actualizacién k = 1.
wi(l:2)
wa(l:4)
w1(3:4) wa(3: 4)
wa(l:8)
ws(5 : 6) wa(5: 6)
wa(5:8) || wa(5:8)
ws(7: 8) w4(7: 8)
w5 (9 : 10) w4(9: 10)
we(9: 12) (Lo wa(9: 12)
ws(11:12)|  [we(11: 12
w4(9 : 16)
wr(13: 14)|| |we(13: 14)
we(13 : 16)
wr (15 : 16)

Figura 3.1: Inicializacién y actualizacién del algoritmo 3.2 para el ejemplo 3.2.
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colores distintos para visualizar de una forma mas clara qué componentes son necesarias en cada caso. Asi, por ejemplo se observa que
para calcular la actualizacién del vector ws(1 : 4) utilizamos las componentes actualizadas en la fase anterior de los vectores wy y wi,

calculadas previamente, es decir, wo(3 : 4) y w;(1 : 4).

Para k£ = 1 unicamente se actualizan las componentes del vector w4 en dos bloques de ocho componentes. Notemos que ahora para
actualizar el bloque wy(1 : 8) se utilizan los bloques calculados previamente wq(1 : 8) y w4 (5 : 8), como se aprecia en la figura 3.1. El
resultado de esta actualizacién nos permite obtener la solucion final. A lo largo de este proceso queda de manifiesto una caracteristica
esencial de esta implementacién: tunicamente actualizamos bloques de vectores a partir de bloques de vectores no nulos calculados

previamente a través de un proceso recursivo.

En la figura 3.1 se pone de manifiesto también que, debido a las caracteristicas del método, los calculos que se realizan en las distintas
fases conducentes a la obtenciéon del vector w, pueden desarrollarse de forma independiente unos de otros. Si observamos detenidamente
las relaciones graficas que se establecen en la figura 3.1 entre las distintas componentes, podemos llegar a la conclusion de que el calculo
de las componentes wy(1 : 8) que se realiza en el paso de actualizacién para k = 1 es independiente del cdlculo de las componentes
ws(9 : 16). Esto nos lleva a que si consideramos que disponemos de dos procesadores, Py y P;, cada uno de ellos puede desarrollar
perfectamente en paralelo los calculos conducentes a la obtencién de w4 (1 : 8) y wy4(1 : 16), respectivamente. Para la obtencién de la
solucién final ya es necesaria una comunicacion entre procesadores ya que estos dos vectores deben encontrarse en el mismo procesador
para calcular (1 : 16) mediante la expresion (3.12). Notemos que si en lugar de disponer de dos procesadores dispusiéramos de cuatro
procesadores, la comunicacién de elementos serfa necesaria antes de calcular wy(1 : 8), ya que el bloque wy(1 : 4) estaria en el procesador

Py y los bloques ws(5 : 8) y w4 (5 : 8) se encontrarian en el procesador P;, por lo que su calculo requiere una comunicacién previa.

Dedicamos el resto de la seccion al estudio del coste computacional del algoritmo 3.2. Para ello calculamos los costes de cada una de

las tres fases que componen dicho algoritmo.

Comenzamos analizando el coste de la fase 1. Sabemos que, parai = 1,2,... 297 las matrices G; son de tamano 2 x 2, por lo que

para calcular los elementos de su diagonal mediante las expresiones (3.5) y (3.6) son necesarios 2(2/~! — 1) flops. Ahora, la resolucién de
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los sistemas involucrados supone un total de 7 - 297! 4+ 6 flops. Por lo tanto, el coste total de esta fase es de

2207 — 1) 47201 +6=9-2""+4 flops. (3.14)

En cuanto al coste computacional de la fase de actualizacion, éste puede dividirse en varias partes. Calculamos primeramente el coste

de cada una de las operaciones que se realizan en cada paso de la actualizacion.

e El célculo del denominador de las expresiones (3.9), (3.10) y (3.11) requiere 4 flops. El célculo del numerador de la expresion
(3.9) unicamente requiere 3 flops, mientras que el cdlculo de los numeradores de las expresiones (3.10) y (3.11) requieren 1 flop

respectivamente.
e El célculo del vector @(2e*(i — 1)+ 1:2¢-*i) supone 1 + 297*+1 flops.

e Para calcular los vectores wos—1-£;(2075(i — 1) +1: 207 %i) ¥ Waa—1-k(;_1)(277*(i = 1) + 1: 2¢-*i) necesitamos 2(1+3- 2‘1_’“_1) flops.

Ahora, para calcular el coste total, sumamos los costes de cada una de las etapas que se realizan en esta fase de actualizacion,
obteniendo
k
[10 + 207" 4 2(1 4+ 3. 207F 1] =12(277' —2) +5-29(¢ — 2) flops. (3.15)
1 =1

[\

(=]

B
Il

Finalmente, el coste computacional de la obtencién del vector solucién utilizando la expresion (3.12) es de

8+ 211 flops. (3.16)

Consecuentemente, si sumamos las expresiones (3.14), (3.15) y (3.16) obtenemos el coste computacional del algoritmo 3.2, que es de

(5+10q) - 271 — 20 flops. (3.17)
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3.3 Un algoritmo BSP de tipo fan-in

3.3.1 Descripcion del algoritmo

Supondremos en adelante que el nimero de procesadores disponibles es p = 2™, para un cierto entero m > 1, ya que si m = 0
tendremos el algoritmo secuencial. Las caracteristicas del método expuestas en la seccion 3.2 sugieren la implementacién del mismo
utilizando un algoritmo paralelo del tipo fan-in. Se describen a continuacion las caracteristicas esenciales del proceso de cédlculo y de

comunicacion que requiere un algoritmo de este tipo.

Inicialmente, la responsabilidad de la realizacion de las operaciones de la fase 1 del algoritmo 3.2 se divide entre todos los procesadores.
Después de estos calculos, cada procesador P;, para j = 0,1,... ,2™ — 1, es responsable de la actualizacién de los bloques de vectores

que se especifican en la fase 2 del algoritmo 3.2. Al final de esta fase, se obtienen los vectores

(207G +1: 207G £ 207G), Wog—1-m (1) (297G +1: 207 £ 297G) Y Wag—1-m()(2977j 4 11 297 4 247), (3.18)

Noétese que en todo el proceso de célculo conducente a la obtencién de los vectores (3.18) no es necesario realizar ninguna comunicacion
de elementos entre los procesadores, debido a que cada procesador tiene los elementos que necesita para efectuar los calculos. En total,
se llevan a cabo ¢ — m pasos de actualizacion, en los que cada procesador calcula sucesivamente bloques de vectores utilizando las

expresiones (3.9), (3.10) y (3.11) de forma recursiva.

Consideramos inicialmente el caso en que m = 1, es decir, cuando p = 2. En este caso, cada procesador desarrolla los primeros
g — 1 pasos de la fase 2 de forma independiente. Posteriormente, el procesador P; comunica al procesador Py los bloques de vectores que
permiten al procesador F, obtener la solucién final. En consecuencia, inicamente se produce una comunicaciéon de datos entre los dos
procesadores, por lo que el modelo de comunicacién que utilicemos es indiferente ya que disponemos tnicamente de dos procesadores.

Asi, el siguiente algoritmo resume las caracteristicas expuestas anteriormente para el caso en que m = 1.
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Algoritmo 3.3 Un algoritmo BSP de tipo fan-in para sistemas tridiagonales cuando p = 2.

Superpaso 1

El procesador P, envia al procesador P; los elementos agi-1jy;, baa-1j4i 1Y Coa—1j1i41, para i = 1,2,... 2971 suponiendo que

Cny1 = 0.
Superpaso 2

1 En el procesador P;, para j = 0,1,

1.1 calcular dgq-1j44, parai=1,2,... 2971, utilizando las expresiones (3.5) y (3.6),

1.2 calcular @(2e-1j+2i—1:20-1 4+ 2i), parai = 1,2,...,29 2 utilizando la expresién (3.7),
1.3 calcular wagos—2; (29715 + 2 — 1: 20715+ 2i) Y Woq—2j4; 1(2¢j+2i—1:20-154+2i), para i = 1,2,...,2772 utilizando las expresiones
(3.8) y suponiendo que wq y wss son vectores nulos,

k=1 calcular

l4 parak=q—2,q—3,... 1, yparai=1,2,... 2
1.4.1 @x@e—1j+20-%(i —1)+1: 2015+ 2¢=%j) utilizando la expresion (3.9),
1.4.2 Woq—2j 99—k-1;(2715 +2971(i — 1) + 1: 2215 + 20-i) utilizando la expresién (3.10),
1.4.3 wWog—2j 1 g0—k-1(;_1)(297"j +297 (i — 1) + 1: 2071 + 29-*3) utilizando la expresién (3.11).
2 El procesador P; envia al procesador Py los bloques de vectores

T(207 15+ 1029715 +2971), Wog—2j499-2(2971j +1: 29715 +2971) Y Wog—2;(297 5 +1:29715 4+ 2971),

Superpaso 3

El procesador Py calcula (1 : 27) utilizando la expresién (3.12).

Consideramos ahora el caso general en que m > 2. Cada procesador inicialmente desarrolla los primeros ¢ — m pasos de la fase 2

de forma independiente. FEn los siguientes m pasos, los procesadores deben comunicar sus bloques de vectores actualizados a otros
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procesadores, que utilizan estos resultados para actualizar bloques de vectores de tamano cada vez mayor, siguiendo un esquema de
comunicacion de tipo fan-in. En dicho esquema de comunicacién, los procesadores pueden dividirse en dos categorias: activo, cuando el

procesador realiza calculos e inactivo, cuando no realiza célculos.

Al principio del proceso, la matriz A del sistema se distribuye entre todos los procesadores. En los pasos k = qg—1,¢—2,... ,m, todos
los procesadores trabajan al mismo tiempo de forma independiente. Al final del paso m de actualizacién, cada procesador ha calculado
bloques de vectores de 297 componentes. Para poder seguir el proceso de actualizacion, se hace necesario mezclar los resultados
obtenidos por procesadores distintos. Asi, cada procesador impar, por ejemplo P;, envia sus bloques de vectores a su procesador vecino
P,;_1. El procesador P;_; utiliza estos bloques, mezclandolos y calculando nuevos bloques de vectores con doble niimero de componentes
en el paso m+ 1. En este paso, los procesadores pares se han convertido en procesadores activos, ya que han recibido bloques de vectores
de otros procesadores mientras que los procesadores impares se han convertido en procesadores inactivos. Al final del paso m + 1, se
hace necesario mezclar de nuevo los resultados obtenidos por dos procesadores activos. En el paso m — 2 cada procesador cuyo niimero
es multiplo de 4 se convierte en procesador activo, mientras que el resto de procesadores permanecen inactivos. Este proceso continia

de forma recursiva hasta que en el ultimo paso el procesador Py es el inico que permanece activo, estando inactivos los restantes.

El siguiente algoritmo BSP resume las caracteristicas de este método siguiendo un esquema de comunicaciones fan-in cuando el

niumero de procesadores es mayor que dos.

Algoritmo 3.4 Un algoritmo BSP de tipo fan-in para sistemas tridiagonales cuando p > 2.

Superpaso 1

El procesador P, envia al procesador P;, para j = 1,2,...,2™ — 1, los elementos ags-m i, boa-mjii—1 Y Coa—mjyit1, para
1=1,2,...,297™ suponiendo que ¢, 1 = 0.

Superpaso 2

1 En el procesador P;, para j =0,1,...,2™ —1,
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1.1 calcular agq-mji;, parai=1,2,...,29™, utilizando las expresiones (3.5) y (3.6).
1.2 calcular @(2e—mj42i—1:20-mj+2i), para i = 1,2,... 297! utilizando la expresién (3.7).
1.3 calcular wag—m—1;4;(297 ™5 +2i —1:297™j 4+ 2i) Y Wog-—m—1;4,_1(29" ™) +2i—1:20"™j +2i), para ¢ = 1,2, ... ,24=m=1 "ytilizando las

expresiones (3.8) y suponiendo que w y was son vectores nulos.
14 parak=q—2,q—3,...,m,yparai=1,2,...,2F™ calcular
1.4.1 x@e—mj+29=F(i — 1)+ 1:20-mj 4 20-;) utilizando la expresién (3.9),
1.4.2 Woq—m—1j499—k-1;(277™j +29=™(i — 1) + 1: 29-™; + 29-) utilizando la expresién (3.10),
1.4.3 Woq—m—1j 99—k—1(;_1)(29"™j +29"™(i — 1) + 1: 297 + 2¢-*i) utilizando la expresién (3.11).
2 El procesador P, 1, con j =0,1,...,2™ 1 — 1, envia al procesador P»; los bloques de vectores
2.1 ®@a-™(25+1)+1:29-™(2j + 1) 424~ ™),
2.2 Woa—m—1(2j41)42a=m—1(297" (2] + 1) + 1 : 207 (25 + 1) +297™),

2.3 Wor-m-1(9j41)27 @)+ 1) + 1520725+ 1) + 207).
Superpaso m — k +2 parak=m—-1,m-2,...,2,1

1 El procesador Pom—+;, parai =0,1,...,2F — 1 calcula
1.1 @@m—*+2i 41 2m=k+2(; + 1)), utilizando la expresién (3.9),
1.2 wWom—r+1(41) @™ *+% +1: 27 ++2(i 1+ 1)), utilizando la expresién (3.10),
1.3 Wom—kt1,(2mF+2i 4 1: 2m=k+2(; 1 1)), utilizando la expresion (3.11).

. k_ .
2 El procesador Pom-—ryom-w+1;, parai =0,1,..., LQ—QIJ comunica al procesador Pom—«+1; los bloques de vectores

L2220+ 1) + 122773 4 1)), Wom—k+2(;41) (277220 +1) + 1: 27733 1)) Y Wom—k+1(2441)(27 72 (2i + 1) + 1: 2773 (i 4 1)).

Superpaso m + 2

El procesador Py calcula (1 : 27) utilizando la expresién (3.12).
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La diferencia entre este algoritmo y el algoritmo 3.3 estd en que ahora es necesario introducir el superpaso m — k + 2, para
k=m-—1m—2,...,2,1, en el que se produce la comunicaciéon de bloques de vectores entre los procesadores activos y la actuali-

zacion y céalculo de las nuevas componentes de estos vectores.

Con el fin de analizar detalladamente la estructura que presenta el algoritmo 3.4, analizamos los célculos aritméticos y los esquemas
de comunicacién que se requieren para resolver un ejemplo concreto, donde A es una matriz tridiagonal de tamano 32 x 32. En este caso,

n = 2%, por lo que ¢ = 5. Ademds, supondremos que el nimero de procesadores es p = 22, en consecuencia, m = 2. En estas condiciones,

Gy

G
A= + U] 4 V] + -+ UV
Gis

Ge

A lo largo de todo el proceso tendremos que calcular y actualizar los bloques de vectores que denotamos por x y w;, para

i=1,2,...,15, utilizando las expresiones (3.9), (3.10) y (3.11) tal como se indica en el algoritmo 3.2.

La figura 3.2 recoge las actualizaciones y las comunicaciones que se realizan en cada procesador hasta obtener la solucién final cuando

se ejecuta el algoritmo 3.4 para este caso concreto.

Como se desprende de la figura 3.2, el algoritmo 3.4 presenta dos partes claramente diferenciadas: en la primera de ellas se producen
todos los calculos aritméticos de forma independiente en cada procesador sin realizar ningun tipo de comunicacién entre los mismos.
En la segunda parte se desarrolla un esquema de comunicaciones de tipo fan-in, conducente a la obtencion de la solucién final en el
procesador principal. En nuestro ejemplo, la primera parte de cdlculo aritmético del algoritmo constaria de la fase 1 y los primeros dos
pasos de la fase 2 de actualizacion de los vectores. Después, es necesaria una comunicacion de elementos desde los procesadores impares

a los procesadores pares, que son los tnicos activos en el siguiente paso. Los procesadores pares calculan cada uno un bloque de 16
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z(1:2),z(3:4)
z(5:6),2(7:8)

1:2),w1(3:4)

2(9:10), 2(11 : 12)
(13 : 14),2(15 : 16)

2(17 : 18), 2(19 : 20)
z(21:22),2(23 : 24)

wg (17 : 18)

2(25 : 26), 2(27 : 28)
(29 : 30),2(31 : 32)

g
=
L)

©

S

©)

6

wi(1:2) ( ( )
wa(3 : 4),wa(5 : 6) ws(9:10),ws(11:12) | wo(17: 18),we(19:20) | w13(25 : 26), w13 (27 : 28)
w3(5:6),ws(7:8) we (11 : 12),we(13 : 14) | w10(19 : 20), w10(21 : 22)| w14(27 : 28),w14(29 : 30)
wa(7:8) wr(13 : 14), wr(15: 16) | w11 (21 : 22), w11 (23 : 24)| w15(29 : 30), w15 (31 : 32)
wg (15 : 16) wi2(23 : 24)
k=3 k=3 k=3 k=3
2(1:4),2(5:8) 2(9:12),2(13 : 16) 2(17 : 20), (21 : 24) 2(25 : 28), (29 : 32)
wa(1l:4),w2(5:8) wq(9:12) wg (17 : 20) w12(25 : 28)
wa(5: 8) we(9:12), we(13: 16) | wi0(17: 20), wio(21 : 24)| w14 (25 : 28), w14 (29 : 32)
wg (13 : 16) wi2(21 : 24)
k=2 k=2 k=2 k=2
z(1:8) 2(9: 16) 2(17 : 24) 2(25 : 32)
wa(l:8) wi(9: 16) ws(17 : 24) w12(25 : 32)
wg(9: 16) wi2(17 : 24)
barrera de gincronizacion
z(1: 16) 2(17 : 32)
wg(1: 16) wg (17 : 32)

barrcra de

bincronizacion

z(1:32)

Figura 3.2:

Esquema del algoritmo 3.4 paran =32 y p = 4.
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componentes del vector « y wg y el procesador P, comunica al procesador Py sus bloques actualizados para que el procesador principal
calcule la solucién utilizando la expresién (3.12). Para p = 4, basta con realizar dos barreras de sincronizacién, ya que después de la

segunda comunicacién ya se puede obtener la solucién final en el procesador principal.

Se observa también que el proceso no es totalmente equilibrado en el sentido que los procesadores centrales tienen una carga com-
putacional mayor. Es interesante destacar que, cuando el nimero de procesadores es bajo, la mayor parte de los célculos aritméticos
se realizan antes de que sea necesaria una comunicacion entre procesadores; el tamano de los bloques de vectores que se envian en la
primera comunicacién es %. En la siguiente comunicacion el nimero de componentes del bloque se va duplicando hasta llegar a la ultima

comunicacion, en la que se envian dos bloques de 3 componentes desde el procesador Pz al procesador Fy.

La figura 3.3 nos muestra los calculos y actualizaciones que lleva a cabo el procesador P para el caso n = 32 que estamos considerando.
En dicha figura se ponen de manifiesto todas las actualizaciones que realiza P, hasta que es necesaria una comunicaciéon de elementos
con otros procesadores. Por tanto, se detalla inicamente el trabajo computacional que realiza dicho procesador en el superpaso 2 del
algoritmo 3.4 para este ejemplo. Notemos que el tamano méximo del bloque que puede actualizar es de 297 = 8. Como se aprecia en
la figura 3.3(a), los primeros célculos se realizan con bloques de dos componentes; posteriormente, la figura 3.3(b) nos muestra cémo las
actualizaciones son de bloques de cuatro componentes, para acabar en la figura 3.3(c) actualizando las ocho componentes de los vectores

Ty ws.

La figura 3.3 pone de manifiesto, de nuevo, la caracteristica fundamental de esta implementacion en la que no se tienen en cuenta
los bloques nulos de los vectores que se actualizan en cada paso. Asi, por ejemplo, para el cdlculo del bloque wy(1 : 8) que aparece
en la figura 3.3(c) utilizamos los bloques w4 (5 : 8), wa(1l : 4) y wa(5 : 8) calculados previamente, no siendo necesarias el resto de sus

componentes para los calculos que realiza este procesador.



3 Algoritmos divide y vencerds basados en la férmula de Sherman-Morrison

a2 a2
g EREY g NEREY g NEREY
x w1 w3 w2 waq
g NGHO) g NGHO) g NGO
*1(7:8) *|(7:8) *1(7:8)
(a) Inicializacién
“la:a “la:a . .
r w1 w3 w2 w4q x (1:8) wy w4 wq wy (1:8)
|68 |68 |68 ¢ ¢
(b) Actualizacién, k = 2 (¢) Actualizacion, k =1

Figura 3.3: Iunicializacion y actualizaciones que realiza el procesador Py cuando ejecuta el algoritmo 3.4 para el ejemplo 3.2.
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3.3.2 Coste computacional

En esta seccion calculamos el coste computacional de los algoritmos 3.3 y 3.4 estudiando el coste de cada uno de los superpasos que

los componen. Comenzamos calculando el coste del algoritmo 3.3.

Coste del superpaso 1. En este superpaso no se realiza ninguna operacion aritmética, por lo que el coste computacional viene
dado por el coste de comunicacion. El procesador principal envia 4n — 4% elementos de la matriz A y del vector d al procesador P,
quien también recibe un elemento situado fuera de los bloques tridiagonales de A. El 1ltimo procesador inicamente recibe un elemento
situado fuera de los bloques tridiagonales. Por lo tanto, el coste de comunicacién es de (2n + 1)g flops, por lo que el coste total de este

superpaso es de

(2n+1)g+1 flops. (3.19)

Coste del superpaso 2. Comenzamos calculando el coste aritmético. Para calcular los elementos diagonales de las matrices G,

utilizando las expresiones (3.5) y (3.6) se necesitan 297! flops; es decir, g flops. Para resolver los sistemas de los apartados 1.2 y 1.3 del

superpaso 2 se necesitan 7 - 2972 flops en cada procesador. En consecuencia, el coste aritmético de realizar los apartados 1.1, 1.2 y 1.3

del superpaso 2 es de

9.217% = %n flops. (3.20)

Debido a la estructura particular de los vectores que aparecen en el apartado 1.4.3 del superpaso 2, son necesarios
10 + 2775 1 9(1 3. 20771 =124 5. 297  flops

para calcular los bloques de vectores T, Was—1-r; ¥ Wag—1-k(i_1)-
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Como el ntiimero de bloques de vectores que se actualizan para cada procesador en esta etapa es 27!, tenemos que el coste aritmético

del apartado 1.4.3 del algoritmo es
2571 (12+5-277%)  flops. (3.21)
Sumando las expresiones (3.20) y (3.21), se obtiene el coste aritmético del superpaso 2, que es de

g Iz 117 n
- 2k=17T119 L4k — —1)+—=|=-12 fops. 22
4n+; [ +5 } [5((] )+ 2} 5 ops (3.22)

Para obtener el coste de comunicacién de este superpaso, hay que tener en cuenta que el dltimo procesador envia sélamente dos
vectores de tamano 297! a su procesador par contiguo. Asi, el coste de comunicacién corresponde al de una 2 - 29~ !-relacién, es decir, ng

flops.

Sumando el coste aritmético y de comunicacion en este superpaso y efectuando las oportunas simplificaciones, se obtiene un coste
computacional para el superpaso 2 de

D9y ng +1 flops. (3.23)

{5((]—1)—1—2} é

2

Coste del superpaso 3. En este superpaso, inicamente el procesador principal realiza operaciones aritméticas, ya que es el encargado

de calcular el vector solucién x(1 : 29) y no realiza ninguna comunicacién, por lo que el coste computacional es de

8+2n+1 flops. (3.24)

Finalmente, sumando las expresiones (3.19), (3.23) y (3.24) y realizando las simplificaciones oportunas, se obtiene que el coste

computacional total del algoritmo 3.3 es de

5) 9
{ﬁq—i— ﬂ n—4+Bn+1)g+ 3l flops. (3.25)
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Una vez calculado el coste del algoritmo 3.3 procedemos a calcular el coste del algoritmo 3.4 de forma analoga.

Coste del superpaso 1. En este superpaso no se realiza ninguna operacién aritmética, por lo que el coste computacional viene dado

por el coste de comunicacion. El procesador principal envia 4n — % elementos de la matriz A y del vector d al resto de procesadores.

Ademas, todos los procesadores excepto el ultimo, reciben dos elementos situados fuera de los bloques tridiagonales de A. El tltimo
procesador unicamente recibe un elemento situado fuera de los bloques tridiagonales. En consecuencia, el coste de comunicacién es de

(4n — 4% + 2p — 3)g flops, por lo que el coste total de este superpaso es de

<4n — 4% top— 3) g+1 flops. (3.26)

Coste del superpaso 2. Comenzamos calculando el coste aritmético. Para calcular los elementos diagonales de las matrices Gj,
n

utilizando las expresiones (3.5) y (3.6) se necesitan 29~ flops; es decir, — flops. Para resolver los sistemas de los apartados 1.2 y 1.3 del
p

superpaso 2 se necesitan 7 - 2™~ flops en cada uno de los procesadores no extremos. En consecuencia, el coste aritmético de realizar

los apartados 1.1, 1.2 y 1.3 del superpaso 2 es de

9
9.0 M = 5% flops. (3.27)

Debido a la estructura particular de los vectores que aparecen en el apartado 1.4.3 del superpaso 2, son necesarios
10+ 2077 1 2(1 432971 =124 5-277%  flops
para calcular los bloques de vectores @, waqs—1-x; ¥ Waa—1-k(i_1)-

Como el niimero de bloques de vectores que se actualizan para cada procesador en esta etapa es 287", tenemos que el coste aritmético

del apartado 1.4.3 del algoritmo es
2" (124 5-297%)  flops. (3.28)
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Sumando las expresiones (3.27) y (3.28), se obtiene el coste aritmético del superpaso 2, que es de

9n i 11\ n
—— ok=m 19 4+ 5.297%] = (59— 5 — )= —12 flops. 3.29
2p—|—kz;n [ + ] <q m + 2>p ops ( )

Para obtener el coste de comunicacion de este superpaso, hay que tener en cuenta que inicamente la mitad de los procesadores envian
datos a otros procesadores. Cada procesador impar, salvo el iltimo, envia tres vectores de tamano 297 al procesador contiguo, mientras

que el ultimo procesador envia sélamente dos vectores de tamano 2¢=™ a su procesador par contiguo. Asi, como cada procesador, salvo

L , . _ . . ., _ ., . n
el altimo, envia o reci . unidades de datos S comunicacién es e una 3 - -relacion, es decir, 3— S.
1 ultimo, e 0 be 3 - 297™ unidades de datos, el coste de on es el d 3 - 29 ™-relacién, es decir, 3—g flo
p

Sumando el coste aritmético y de comunicacion en este superpaso y efectuando las oportunas simplificaciones, se obtiene un coste

computacional para el superpaso 2 de

11
<5q —5m+ —> " 1243241 fops. (3.30)
2)p p

Coste del superpaso m — k + 2, para k =m —1,m — 2,...,2,1. Para calcular el coste de estos m — 1 superpasos, fijamos un
valor de k y calculamos el coste computacional de este superpaso concreto. Después, sumamos los costes de todos los superpasos en

funcién de k.

Por lo tanto, dado un cierto k, calculamos en primer lugar el coste del superpaso m — k+2. En este superpaso cada procesador activo
s6lo efectiia una actualizacion de los bloques de los vectores &, Wos—1-#; ¥ Was—1-k(;_1), utilizando las expresiones (3.9), (3.10) y (3.11).

Por la tanto, el coste aritmético de este superpaso es de

12+5-277%  flops. (3.31)

En cuanto al coste de comunicacion, notemos que en todos los superpasos se repite el mismo patréon de comunicacién: unos cuantos

procesadores envian datos a sus procesadores vecinos. La diferencia en cada superpaso radica en el tamano de la h-relacion. Fijado k, la



3.3 Un algoritmo BSP de tipo fan-in

77

comunicacién se corresponde con una 3 - 29 ¥-relacién, por lo que el coste de comunicacién es de 3 - 297%¢g flops. Por lo tanto, sumando

los costes aritmético y de comunicacién obtenemos que el coste computacional del superpaso m — k + 2 es de

1245-27%4+3.297%g + 1 flops.

En consecuencia, calculamos ahora el coste computacional de los superpasos m — k 4+ 2, para k =m —1,m — 2,...,2,1, que viene

dado por

-1

3

(12452077 +3.207Fg 4 1)
1

>~
Il

o equivalentemente después de hacer las simplificaciones oportunas

2 2
12(m—1)+5<1+5>n+3<1—]—)>ng+(m—1)l flops.

(3.32)

Coste del superpaso m + 2. Este superpaso es analogo al superpaso 3 del algoritmo 3.3, por lo que su coste computacional viene

dado por la expresién (3.24). Asi pues, para obtener el coste computacional del algoritmo 3.4 sumamos las expresiones (3.26), (3.30),

(3.24) y (3.32) y realizamos las simplificaciones oportunas, lo que produce un coste total de

1 9
[5 <5q—5m—§> +7]n+12m—16+ <7n—3%+2p—3>g+(m+2)l flops.

(3.33)



78 3 Algoritmos divide y vencerds basados en la férmula de Sherman-Morrison

3.4 Un algoritmo BSP basado en el método recursive doubling

3.4.1 Descripcion del algoritmo

Podemos considerar una modificacién en el método descrito por medio del algoritmo 3.4. Esta modificacion se basa en el modo en
que se llevan a cabo las comunicaciones que nos conducen al cdlculo y actualizacion de los bloques de vectores a partir de los que se
obtiene (1 : 27). Consideramos un nuevo algoritmo dividido también en dos fases claramente diferenciadas; una primera fase totalmente
andloga a la primera parte del algoritmo 3.4 en la que se realizan inicamente calculos de tipo aritmético, sin efectuar comunicaciones.
En la segunda parte del algoritmo se realizan las comunicaciones de forma distinta al modelo fan-in que seguimos en el algoritmo 3.4.
Ahora se sigue un modelo en el que todos los procesadores comunican sus bloques de vectores al procesador principal, que es el encargado
de calcular el resto de actualizaciones hasta llegar a la obtencién de la solucién final. Nétese que, para el caso particular en que m = 1,
el algoritmo que produce este nuevo modelo de comunicacién coincide exactamente con el algoritmo 3.3, ya que las comunicaciones se

producen desde el procesador P, al Py, al igual que ocurria en el caso del modelo de comunicacién fan-in.

El algoritmo 3.5 resume las caracteristicas esenciales de este método siguiendo el esquema de comunicacion anteriormente expuesto

y teniendo en cuenta que m > 2.

Algoritmo 3.5 Un algoritmo BSP para sistemas tridiagonales para m > 2.

Superpaso 1

El procesador Py envia al procesador P;, para j = 1,2,...,2™ — 1, los elementos ags-—mji;, baa-mjri1 Y Coa-mjiit1, para ¢ =
1,2,...,297™, suponiendo que ¢, 1 = 0.

Superpaso 2

1 En el procesador P;, para j =1,2,...,2™ —1,
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1.1 calcular agg-mji;, parai=1,2,...,29™, utilizando las expresiones (3.5) y (3.6),
1.2 calcular @@emj+2i —1:20mj+2i), parai=1,2,...,29™ ! utilizando la expresién (3.7),
1.3 calcular wog—m—1;4;(297™j +2i —1:297™j +2i) Y Wog—m—1j4;_1(297™j +2i—1:297™j+2i), parat = 1,2, .. ,29-m=1 “ytilizando (3.8)

y suponiendo que wq y waq son vectores nulos,
14 parak=q—2,g—3,...,m,yparai=1,2,...,2F™ calcular
1.4.1 @x@e—mj+20=k(i—1)+1:20-mj 4 20— utilizando la expresién (3.9),
1.4.2 Woq—m—1j499—k-1;(27™j +29-™(i — 1) + 1: 297 ™ + 29-) utilizando la expresién (3.10),
1.4.3 Woq—m—1j99—k—1(;_1)(297™j +297"(i — 1) + 1: 2977 + 20-%i) utilizando la expresién (3.11).
2 El procesador P;, para j = 1,2,... ,p— 1, envia al procesador I los bloques de vectores

T(297™ 5 + 1207 4 297™), Wog—m—1j40q—m—1 (297" j 4+ 1: 207 ™ 5 4 207™) Y Woq—m—1;(297 ™5 + 1 : 207 4 20-™),
Superpaso 3

1 Parak=m—-1m—-2,...,2,1yparai=0,1,...,2¥ — 1, el procesador P, calcula
1.1 @(@m—*+3; 4 1. 2m=k+3(; 4+ 1)), utilizando la expresién (3.9),
1.2 Wom—r+2(41)@"~*+% + 1. 2m=++3(i 1 1)), utilizando la expresién (3.10),

1.3 Wom—kt2;(2m—*+3i 4 1: 2m=k+3(; 1 1)), utilizando la expresion (3.11).

2 El procesador Py calcula (1 : 27) utilizando la expresién (3.12).

La figura 3.4 muestra de forma detallada un ejemplo para una matriz de tamano 32 x 32, siguiendo el nuevo esquema de comunicaciones

expuesto al inicio de esta seccion.

Notemos que el algoritmo 3.5 tinicamente requiere tres superpasos, ya que la comunicacion se produce de forma masiva al final del

superpaso 2. En este superpaso cada procesador envia al procesador principal sus bloques de vectores actualizados de manera que es el
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z(1:2),z(3:4)
z(5:6),2(7:8)

2(9:10), 2(11 : 12)
(13 : 14),2(15 : 16)

2(17 : 18),2(19 : 20)
z(21:22),2(23: 24)

2(25 : 26), 2(27 : 28)
(29 : 30),2(31 : 32)

wi(l:2),wi1(3:4) w4(9:10) wg (17 : 18) w12(25 : 26)
wa(3: 4), wa(5 : 6) w5(9:10), ws(11:12) | wo(17: 18),we(19:20) | w13(25: 26),w13(27 : 28)
w3(1:2),ws(3:4) we (11 : 12),we(13 : 14) | w10(19 : 20), w10(21 : 22)| w14(27 : 28),w14(29 : 30)
wa(7:8) wr(13: 14),wr(15: 16) | w11(21 ¢ 22), w11 (23 : 24)| w15(29 : 30), w15 (31 : 32)
wg (15 : 16) wi2(23 : 24)
2(1:4),2(5: 8) 2(9:12),2(13 : 16) 2(17 : 20), 2 (21 : 24) 2(25 : 28), 2(29 : 32)
wa(1l:4),w2(5:8) wq(9:12) wg (17 : 20) w12(25 : 28)
wa(5:8) we(9:12), we(13:16) | wio(17: 20), w10(21 : 24)| w14 (25 : 28),w14(29 : 32)
wg (13 : 16) wi2(21 : 24)
k=2 k=2 k=2 k=2
2(1:8) 2(9: 16) 2(17 : 24) 2(25 : 32)
wyq(l:8) w4(9:16) wg (17 : 24) wi2(25 : 32)
wg(9: 16) wi2(17 : 24)
barrera de sincronizacion
z(1:16)
wg(1: 16)
(17 : 32)
wg (17 : 32)

Figura 3.4: Esquemna del algoritmo 3.4 para el cason =32 y p = 4.
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procesador principal el encargado de finalizar el proceso de una forma secuencial. Esta es una de las diferencias més importantes con
el algoritmo 3.4, en el que el nimero de superpasos necesarios estaba en funciéon del parametro m, por lo que depende del niimero de
procesadores, ya que p = 2™. Cuando el nimero de procesadores que se utilizan es bajo no hay diferencias significativas entre ambas
implementaciones en lo que respecta al nimero total de superpasos requeridos. Asi, si p = 4 tendremos que m = 2, por lo que en el
caso del algoritmo 3.4 se necesitan cuatro superpasos, mientras que en el caso del algoritmo 3.5 inicamente se requieren tres superpasos.
Si aumentamos el nimero de procesadores hasta por ejemplo p = 128, la situacién cambia ya que se necesitaran 9 y 3 superpasos para
ejecutar los algoritmos 3.4 y 3.5, respectivamente. Esta diferencia si puede resultar significativa, especialmente si la maquina en la que

se trabaja presenta un coste alto de sincronizacién.

Otro aspecto digno de analisis en esta nueva implementacién es el modelo de comunicacién que se establece en el superpaso 2 del
algoritmo 3.5. De acuerdo con este modelo cada procesador, excepto el iltimo, envia al procesador F, tres bloques de vectores de

tamano 297", mientras que el ultimo procesador unicamente envia dos bloques de vectores de tamano 297™. En consecuencia, el coste

4
<3n - 4ﬁ> g= <3 - —) ng flops, (3.34)
p p

lo que supone un coste bastante mayor que el que se obtiene siguiendo el proceso de comunicacion descrito en el superpaso 2 del

de comunicacién es de

algoritmo 3.4, que viene dado por la expresiéon (3.30). Si comparamos las expresiones (3.34) y (3.30), llegamos a la conclusion que
o= (-3)
-ng < |3——|ng
p p

siempre que p > %, lo que se cumple para p > 3. Hay que tener en cuenta que en el algoritmo 3.5 no se realizan mas comunicaciones a

lo largo de todo el proceso, mientras que en el algoritmo 3.4 necesitamos llevar a cabo otros tres pasos de comunicacion.



82 3 Algoritmos divide y vencerds basados en la férmula de Sherman-Morrison

3.4.2 Coste computacional

En esta seccion se calcula el coste computacional del método descrito en la seccién 3.3, de acuerdo con la implementacion en paralelo

que proporciona el algoritmo 3.5. Para ello, se calcula el coste de cada uno de los superpasos que integran el algoritmo.

Coste del superpaso 1. Este superpaso es andlogo al superpaso 1 del algoritmo 3.4, por lo que su coste viene dado por la expresion
(3.26).

Coste del superpaso 2. La tunica diferencia existente entre este superpaso y el superpaso 2 del algoritmo 3.4 se encuentra en el

proceso de comunicacién, por lo que ambos superpasos tienen el mismo coste aritmético dado por la expresién (3.29).

En cuanto al coste de comunicacién, éste viene dado por la expresién (3.34), como ya se analizé anteriormente. En consecuencia,

sumando las expresiones (3.29) y (3.34) tendremos el coste computacional del superpaso 2 del algoritmo 3.5, que es de

11
<5q —bm + 7) % — 12+ <3n - 4%) g+ 1 flops. (3.35)

Coste del superpaso 3. En este superpaso no se producen comunicaciones de elementos entre los procesadores, por lo que inicamente

contamos las operaciones aritméticos que se realizan.

Recordemos que son necesarios 12 + 5 - 297% flops (véase la expresién (3.31)), para calcular los bloques de vectores T, was—1-x; ¥
Woyq-1-k(;_1). Ademds, como el niimero de bloques de vectores que se actualizan en el procesador principal es 2% tenemos que el coste
aritmético de cualquiera de los k pasos que se llevan a cabo en este superpaso es de 28—™ (12 +5- 2‘1*’“) flops.

De esta forma, el coste aritmético de este superpaso es de

-1

3

2" [1245-29 %] =5(m—1)n+12(p —2) flops.
1

T
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Finalmente, el procesador principal calcula la solucion al final del superpaso 3, lo que representa un coste de 8 4+ 2n flops.
Por lo tanto, el coste total del superpaso 3 es de

5(m—3n+12(p—2)+8+1 flops. (3.36)

Sumando las expresiones (3.26), (3.35) y (3.36) y realizando las simplificaciones oportunas, se obtiene que el coste computacional del

algoritmo 3.5 es

11 8
m(5p—3)—|—5q—3p—? n+12(p—2)—4+ <7n—]—?n+2p—3>g—|—3l flops. (3.37)

=

3.5 Resultados tedricos y comparaciones

En esta seccion se presentan los tiempos tedricos de ejecucion de los algoritmos 3.4 y 3.5 sobre las tres maquinas paralelas que se
describieron brevemente en la secciéon 2.5. Los valores que aparecen en las columnas de 2 procesadores se han calculado utilizando la
expresion (3.25) que proporciona el coste computacional del algoritmo 3.3. Cuando el niimero de procesadores aumenta ya se comparan

los tiempos obtenidos para los algoritmos 3.4 y 3.5 utilizando las expresiones (3.33) y (3.37), respectivamente.

3.5.1 Tiempos en un IBM SP2

Analizamos de forma separada los resultados que se obtienen en esta maquina cuando se utilizan los dos tipos de conexién: switch
y ethernet. La tabla 3.4 recoge los tiempos comparados de los algoritmos estudiados en este capitulo para un IBM SP2 dotado con un

switch de alto rendimiento y con una conexién de tipo ethernet.
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IBM SP2 switch IBM SP2 ethernet
p p
2 4 8 2 4 8

n Alg. 3.3 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 n Alg. 3.3 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 Alg. 3.4 Alg. 3.5
512 0.0009 0.0013 0.0010 0.0017 0.0014 512 0.0081 0.0312 0.0247 0.1015 0.0868
1024 0.0017 0.0020 0.0017 0.0024 0.0021 1024 0.0141 0.0554 0.0442 0.1830 0.1608
2048 0.0033 0.0035 0.0031 0.0038 0.0036 2048 0.0261 0.1039 0.0831 0.3461 0.3088
4096 0.0068 0.0066 0.0060 0.0066 0.0067 4096 0.0503 0.2010 0.1612 0.6724 0.6048
8192 0.0142 0.0131 0.0119 0.0123 0.0130 8192 0.0992 0.3954 0.3175 1.3250 1.197
16384 0.0297 0.0263 0.0241 0.0239 0.0256 16384 0.1978 0.7846 0.6305 2.6305 2.3814
32768 0.0622 0.0537 0.0494 0.0475 0.0514 32768 0.3966 1.5638 1.2572 5.2418 4.7508
65536 0.1305 0.1099 0.1016 0.0954 0.1037 65536 0.7972 3.1237 2.5124 10.4652 9.4903
131072 0.2735 0.2255 0.2090 0.1929 0.2099 131072 1.6048 6.2468 5.0257 20.9136 18.971
262144 0.5719 0.4631 0.4302 0.3910 0.4255 262144 3.2327 12.4991 10.0588 41.8135 37.9354
524288 1.1940 0.9508 0.8852 0.7934 0.8630 524288 6.5135 25.0165 20.1374 83.6197 75.8705
1048576 2.4886 1.9514 1.8203 1.6110 1.7505 1048576 | 13.1256 50.0765 40.3200 | 167.2446  151.7534
2097152 5.1786 4.0033 3.7410 3.2713 3.5507 2097152 [ 26.4505 | 100.2468 80.7356 | 334.5197  303.5444
4194304 | 10.7602 8.2077 7.6833 6.6424 7.2016 4194304 | 53.3022 | 200.6883 161.6675 | 669.1203  607.1767

(a) Switch (b) Ethernet

Tabla 3.1: Tiempos tedricos para los algoritmos 3.3, 3.4 y 3.5 medidos en un IBM SP2 dotado con un switch de alto rendimiento y

conexion ethernet.
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La tabla 3.1(a) nos muestra los tiempos tedricos esperados con switch. Analizando de forma general esta tabla se observa que para 4
procesadores el algoritmo 3.4, que recordemos se basaba en una comunicacién de tipo fan-in, siempre es mas lento que el algoritmo 3.5.
Sin embargo, cuando el nimero de procesadores aumenta a 8 ya no podemos afirmar esta conclusién para cualquier valor de n. A partir
de n = 4096 ya se observa que el algoritmo 3.4 es mas rapido que el algoritmo 3.5. Estas diferencias se van acrecentando a medida que
aumenta n. También se observa que al ir aumentando p, los tiempos de ejecucién van disminuyendo, especialmente para valores grandes
de n. Este descenso en los tiempos es mas notable para el algoritmo 3.4 que para el algoritmo 3.5, en el que para valores pequenos de n

se observa un ligero incremento en los tiempos al aumentar p.

La tabla 3.1(b) nos muestra los tiempos tedricos esperados utilizando una conexién ethernet. En dicha tabla se observa que para 4
y 8 procesadores el algoritmo 3.4 siempre es mas lento que el algoritmo 3.5. Las diferencias se van reduciendo a medida que aumenta el
nimero de procesadores. De la misma forma, se observa que al aumentar el nimero de procesadores, los tiempos de ejecucion de los dos

algoritmos aumentan, lo que nos da una idea de que no resultan eficientes en una maquina con estas caracteristicas.

Con el objetivo de realizar un estudio comparativo de los algoritmos presentados en este capitulo, no sélamente nos interesa establecer
qué algoritmo es mas rapido sino también las diferencias que existen entre ambos en los tiempos previstos de ejecucién. Para determinar
estos valores formamos una nueva tabla en la que calculamos el pocentaje de tiempo que nos ahorramos al ejecutar el algoritmo mas rapido
para esos valores concretos. Asi, si para un determinado valor de n y p, T, 3.4 representa el tiempo de ejecucién del algoritmo 3.4,
Thig. 3.5 representa el tiempo de ejecucién del algoritmo 3.5 y suponemos que Ty 34 > Ty, 3.5, entonces el valor que aparece en la

tabla 3.2 viene dado por la expresion

Talg. 3.4 — Ta,lg. 3.5

100. 3.38
Talg. 3.4 ( )

Como en la mayoria de los casos el mas rapido es el algoritmo 3.5, inicamente senalaremos en la tabla cuando el porcentaje de ahorro

de tiempos sea a favor del algoritmo 3.4. Senalizaremos en la tabla este caso con una F.

Se observa que, por ejemplo utilizando ethernet, al resolver el sistema mediante el algoritmo 3.5 nos podemos ahorrar aproximadamente
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IBM SP2
P
4 8
n swW et swW et
512 | 23.08 20.83 | 17.65 14.48
1024 | 15.00 20.22 | 12.50 12.13
2048 | 11.43 20.02 5.26 10.78
4096 9.09 19.80 1.49(F) 10.05
8192 9.16 19.70 5.38(F) 9.66
16384 8.37 19.64 6.64(F) 9.47
32768 8.01 19.61 7.59(F) 9.37
65536 7.55 19.57 8.00(F) 9.32
131072 7.32  19.55 8.10(F) 9.29
262144 7.10 19.52 8.11(F) 9.27
524288 6.90 19.50 8.06(F) 9.27
1048576 6.72 19.48 7.97(F) 9.26
2097152 6.55 19.46 7.87(F) 9.26
4194304 6.39 19.44 T.76(F) 9.26

Tabla 3.2: Diferencias de tiempos entre los algoritmos 3.4 y 3.5, medidos en porcentajes.
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el 20% del tiempo de ejecucién del algoritmo 3.4 si se utilizan 4 procesadores y de alrededor del 10% cuando empleamos los 8 procesadores.

Estas cifras resultan muy significativas.

De la lectura de la tabla 3.2 se pueden destacar varios aspectos notables.

e Al aumentar el nimero de procesadores de 4 a 8, las diferencias de tiempo a favor del algoritmo 3.5 se van reduciendo para cualquier
valor de n y utilizando cualquier hardware para las comunicaciones. Para el caso de 8 procesadores y comunicacion switch, cuando

n > 2048, ya resulta mas conveniente utilizar el algoritmo 3.4.

e Para p = 4, las diferencias de tiempos entre los dos algoritmos son mayores para la maquina con conexion ethernet que para la
misma maquina con switch. Por ejemplo, cuando n = 1048576, se observa en la tabla 3.2 que utilizando el switch el algoritmo 3.4 es
un 6.7% aproximadamente més lento que el algoritmo 3.5. Sin embargo, cuando se utiliza la conexién ethernet, el algoritmo 3.5 es
un 20% aproximadamente mas réapido que el algoritmo 3.4. Esto representa una variacién significativa a tener en cuenta. Ademds,
las diferencias se mantienen constantes alrededor del 20% para p = 4 y alrededor del 10% para p = 8, independientemente del

tamano de la matriz.

e Para 4 procesadores el méximo ahorro de tiempo se produce para ethernet y n = 512, siendo el valor del porcentaje del 20.83%.
Para 8 procesadores, el maximo ahorro de tiempo se produce para switch y n = 512, siendo del 17.65%. Noétese el descenso en los

valores maximos al ir aumentando el nimero de procesadores.

En consecuencia, como conclusion general para una maquina de este tipo se puede decir que el algoritmo 3.4, basado en un modelo
de comunicacién fan-in, siempre es mas lento que el algoritmo 3.5, salvo para 8 procesadores y conexion con switch. Cuando se
utiliza el switch de alto rendimiento, las diferencias en tiempos disminuyen sensiblemente al aumentar el nimero de procesadores. Este
comportamiento nos lleva a pensar que el algoritmo 3.4 presenta un mejor comportamiento en maquinas donde las comunicaciones no

son muy costosas.
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CRAY T3D
p
2 4 8 16 32 64 128 256

n Alg. 3.3 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 [ Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5
2048 0.0053 0.0034 0.0034 0.0026 0.0035 0.0024 0.0041 0.0024 0.0049 0.0025 0.0059 0.0029 0.0072 0.0037 0.0088
4096 0.0114 0.0071 0.0072 0.0052 0.0070 0.0045 0.0080 0.0044 0.0096 0.0043 0.0112 0.0048 0.0133 0.0056 0.0158
8192 0.0245 0.0150 0.0152 0.0106 0.0143 0.0089 0.0159 0.0085 0.0189 0.0081 0.0218 0.0086 0.0257 0.0094 0.0299
16384 0.0523 0.0316 0.0320 0.0220 0.0293 0.0180 0.0320 0.0169 0.0376 0.0157 0.0431 0.0162 0.0504 0.0171 0.0582
32768 0.1115 0.0665 0.0673 0.0455 0.0601 0.0364 0.0645 0.0338 0.0752 0.0309 0.0859 0.0314 0.0999 0.0326 0.1147
65536 0.2365 0.1397 0.1414 0.0942 0.1235 0.0743 0.1304 0.0680 0.1509 0.0617 0.1716 0.0620 0.1989 0.0636 0.2277
131072 0.5003 0.2930 0.2964 0.1950 0.2537 0.1516 0.2640 0.1373 0.3032 0.1237 0.3436 0.1233 0.3972 0.1257 0.4539
262144 1.0552 0.6131 0.6199 0.4035 0.5209 0.3097 0.5346 0.2776 0.6095 0.2484 0.6882 0.2464 0.7943 0.2501 0.9065
524288 2.2195 1.2808 1.2944 0.8341 1.0689 0.6326 1.0825 0.5616 1.2255 0.4996 1.3792 0.4935 1.5892 0.4993 1.8121
1048576 4.6575 2.6707 2.6980 1.7227 2.1923 1.2922 2.1919 1.1365 2.4642 1.0055 2.7647 0.9893 3.1808 0.9987 3.6243
2097152 9.7518 5.5597 5.6143 3.5544 4.4937 2.6387 4.4382 2.2999 4.9554 2.0240 5.5425 1.9844 6.3674 1.9991 7.2502
4194304 | 20.3774 | 11.5563  11.6655 7.3271 9.2058 5.3863 8.9853 4.6540 9.9651 4.0748  11.1117 3.9814  12.7475 4.0034  14.5055

Tabla 3.3: Tiempos tedricos para los algoritmos 3.3, 3.4 y 3.5 medidos en un CRAY T3D para 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 y 256

procesadores.

3.5.2 Tiempos en un CRAY T3D

La tabla 3.3 muestra los resultados tedricos esperados en un CRAY T3D, una méaquina altamente paralela que dispone de hasta 256
procesadores y en la que las comunicaciones son muy rapidas. En las tablas que resumen los resultados teéricos los tamanos de la matriz

de coeficientes comienzan a partir de 2048 debido al elevado niimero de procesadores disponibles en dicha maquina.

La primera conclusion que extraemos observando la tabla 3.3 es que, salvo para el caso en que p = 2, el algoritmo 3.4 es mas rapido
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que el algoritmo 3.5. Para p = 4 los resultados que se obtienen en ambos algoritmos son muy parecidos, especialmente en matrices de
tamano pequeno y medio. Por tanto, el comportamiento general de ambos algoritmos difiere radicalmente de lo que ocurria en el IBM

SP2 en el que el algoritmo 3.4 era siempre mas lento que el algoritmo 3.5, salvo cuando la conexién era a través del switch y p = 8.

También se observa de forma generalizada que al ir aumentando el niimero de procesadores, los tiempos van disminuyendo, como
es de esperar en una maquina de estas caracteristicas. Esta tendencia a la reduccion de tiempos se cumple en el algoritmo 3.4 hasta
p = 128. Para p = 128 ya unicamente se obtienen mejores tiempos para matrices con n > 65536. Para valores de n < 65536 los tiempos
son muy parecidos, aunque ya se advierte que aumentan muy ligeramente al pasar de 64 a 128 procesadores. Al aumentar el mimero
de procesadores de 128 a 256 se produce un aumento generalizado en los tiempos de ejecucién para todos los tamanos, aunque dicho
aumento de tiempo no es significativo. Para el algoritmo 3.5, se produce un aumento de tiempos para cualquier tamano a partir de
p = 32, aunque para matrices pequenas ya se constatan aumentos a partir de p = 8. En general, el comportamiento paralelo de este

algoritmo es peor que el del algoritmo 3.4.

En consecuencia, en una maquina de estas caracteristicas, podemos hablar de un niimero de procesadores 6ptimo para la ejecucion de
cada uno de los algoritmos. Asi, por ejemplo, observamos que resolver un sistema con n = 1048576 mediante el algoritmo 3.4 utilizando
128 procesadores cuesta un total de 0.9893 segundos, mientras que si utilizamos los 256 procesadores, costard 0.9987 segundos. Asi,
en general, podemos decir que, dependiendo del tamano del sistema que queramos resolver, nos interesa utilizar un nimero alto de
procesadores para ejecutar el algoritmo 3.4, por ejemplo, 64 o 128 procesadores; sin embargo, si ejecutamos el algoritmo 3.5 para resolver
un sistema tridiagonal nos interesa utilizar un ntimero bajo de procesadores para obtener los mejores resultados, por ejemplo, 8 o 16
procesadores. La tabla 3.4(a) resume el nimero 6ptimo de procesadores para los que se obtienen los mejores tiempos, dependiendo del

tamano de la matriz de coeficientes.

Volvemos a construir una tabla similar a la que construimos para la maquina IBM SP2 donde se reflejan las diferencias en procentajes
de los tiempos de ejecucion de ambos algoritmos. La tabla 3.4(b) muestra estos resultados, teniendo en cuenta que la expresion (3.38)

es la utilizada para la obtencion de estos porcentajes.



3 Algoritmos divide y vencerds basados en la férmula de Sherman-Morrison

CRAY T3D
CRAY T3D P
n | Alg. 34 Alg. 3.5 n 4 8 16 32 64 | 128 256
2048 32 4 2048 0 25.71 4146 | 51.02 57.63 | 59.72 57.95
4096 64 8 4096 | 1.39 | 25.71 43.75 | 54.17 61.61 | 63.91 64.56
8192 64 8 8192 [ 1.32 | 25.87 44.02 | 55.03 62.84 | 66.54 68.56
16384 64 8 16384 | 1.25 | 24.91 43.75 | 55.05 63.57 | 67.86 70.62
32768 64 8 32768 | 1.19 | 24.29 43.57 | 55.05 64.03 | 68.57 71.58
65536 64 8 65536 | 1.20 | 23.72 43.02 | 54.94 64.04 | 68.83 72.07
131072 128 8 131072 | 1.15 | 23.13 42.58 | 54.72 64.00 | 68.96 72.31
262144 | 128 8 262144 | 1.10 | 22.54 42.07 | 54.45 63.91 | 68.98 72.41
524288 128 8 524288 | 1.05 | 21.97 41.56 | 54.17 63.78 | 68.95 72.45
1048576 128 16 1048576 | 1.01 | 21.42 41.05 | 53.88 63.63 | 68.90 72.44
2097152 128 16 2097152 | 0.97 | 2090 40.56 | 53.59 63.48 | 68.83 72.43
4194304 128 16 4194304 | 0.94 | 20.41 40.05 [ 53.30 63.33 | 68.77 72.40
(a) Niumero dptimo (b) Diferencias de tiempos entre los algorit-
de procesadores mos 3.4y 3.5

Tabla 3.4: Nimero dptimo de procesadores y diferencias de tiempos para la ejecucion de los algoritmos 3.4 y 3.5 en un CRAY T3D.



3.5 Resultados tedricos y comparaciones 91

A partir de 2 procesadores, el algoritmo 3.4 siempre es mas rapido. Se observa que al ir aumentando el niimero de procesadores, el
porcentaje de ahorro de tiempos al ejecutar dicho algoritmo va aumentando progresivamente, especialmente al pasar de 8 a 16 y de 16
a 32 procesadores. Para p = 32 se observa que el tiempo de ejecucién del algoritmo 3.5 es mas del doble del tiempo de ejecucion del
algoritmo 3.4. Los valores maximos se obtienen para 256 procesadores, donde el tiempo de ejecucion del algoritmo 3.4 es casi tres cuartas
partes el tiempo de ejecucion del algoritmo 3.5.

Asi pues, la conclusion general que podemos extraer es que en esta maquina, salvo que trabajemos con dos procesadores, siempre es
mas rapido el algoritmo 3.4, aumentando las diferencias de tiempos de ejecucion a medida que aumenta el niimero de procesadores. Los
valores 6ptimos del algoritmo 3.4 se obtienen para 64 y 128 procesadores, dependiendo del tamano de la matriz, mientras que los valores

optimos del algoritmo 3.5 se obtienen para 8 y 16 procesadores, dependiendo también del tamano de la matriz.

3.5.3 Tiempos en un cluster de Pentiums

Ahora se analizan los resultados esperados sobre un cluster de Pentiums, siguiendo un esquema similar al descrito para las maquinas

anteriores. Los resultados numéricos esperados se muestran en la tabla 3.5(a).

De esta tabla se desprende que, al igual que sucedia en el caso del IBM SP2, los tiempos de ejecucion del algoritmo 3.4 son siempre
mayores que el del algoritmo 3.5, para cualquier valor de n y de p. En este caso, a diferencia de lo que ocurria en las maquinas anteriores,
no encontramos ningun caso en el que el algoritmo 3.4 sea mas rapido que el algoritmo 3.5. A la vista de esta tabla si podemos afirmar
que, a medida que aumenta el nimero de procesadores, las diferencias entre los tiempos de ejecucion se van acercando cada vez mas,
especialmente para matrices de tamano medio y grande. Esto ya nos ocurria en las maquinas anteriores. En cuanto a los tiempos éptimos
que se obtienen para los diferentes tamanos de la matriz, podemos decir que hasta n = 524288 los mejores tiempos se obtienen para
p = 2 mediante el algoritmo 3.3. Sin embargo, cuando el valor de n > 524288 los mejores tiempos nos los proporciona el algoritmo 3.5
para p = 4, ya que al aumentar a p = 8, los tiempos también experimentan un incremento para este algoritmo. El comportamiento del

algoritmo 3.4 es distinto; aunque no produce valores 6ptimos del tiempo, dichos tiempos se reducen al pasar de 4 a 8 procesadores para
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Cluster de Pentiums
P Cluster de Pentiums
2 4 8 p

n Alg. 3.3 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.4 Alg. 3.5 n 4 8
512 0.0006 0.0012 0.0010 0.0020 0.0015 512 | 16.67 | 25.00
1024 | 0.0011 0.0019 0.0015 0.0026 0.0022 1024 | 21.05 | 15.38
2048 0.0020 0.0032 0.0027 0.0040 0.0034 2048 | 15.63 | 15.00
4096 0.0039 0.0060 0.0050 0.0066 0.0060 4096 | 16.67 9.09
8192 0.0079 0.0115 0.0096 0.0119 0.0111 8192 | 16.52 6.72
16384 | 0.0160 0.0227 0.0191 0.0226 0.0215 16384 | 15.86 4.87
32768 0.0328 0.0453 0.0382 0.0441 0.0423 32768 | 15.67 4.08
65536 0.0673 0.0910 0.0768 0.0874 0.0841 65536 | 15.60 3.78
131072 0.1381 0.1834 0.1551 0.1744 0.1682 131072 | 15.43 3.56
262144 | 0.2835 0.3699 0.3136 0.3494 0.3373 262144 | 15.22 3.46
524288 0.5817 0.7468 0.6342 0.7012 0.6775 524288 | 15.08 3.38
1048576 1.1930 1.5079 1.2828 1.4085 1.3615 1048576 | 14.93 3.34
2097152 2.4453 3.0450 2.5950 2.8306 2.7370 2097152 | 14.78 3.31
4194304 | 5.0095 6.1490 5.2493 5.6896 5.5029 4194304 | 14.63 3.28

(a) Tiempos (b) Diferencias

de tiempos

Tabla 3.5: Tiempos tedricos y diferencias de tiempos para los algoritmos 3.3, 3.4 y 3.5 en un cluster de Pentiums.
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n > 16384.

De la misma forma que hemos realizado en las maquinas anteriores un estudio de las diferencias entre los tiempos de ejecucion de los
algoritmos, ahora formamos la tabla 3.5(b), que muestra las diferencias de tiempo, en porcentaje, al ejecutar los algoritmos 3.4 y 3.5,
siempre a favor del segundo. Como se observa en dicha tabla, las diferencias en los tiempos varian aproximadamente alrededor del 15%
para 4 procesadores y disminuyen hasta el 3% para 8 procesadores. Las diferencias mas importantes se producen para 4 procesadores y
tamanos pequenos de la matriz de coeficientes. En ningin caso las diferencias de tiempo llegan al 50% como ocurria en las méquinas

anteriores.

Como conclusién podemos decir que en este tipo de maquinas nuevamente el algoritmo 3.4 es mas lento que el algoritmo 3.5, para
cualquier valor de n y de p, aunque presenta un mejor comportamiento paralelo. También hay que resaltar que los valores 6ptimos de
los tiempos hasta n = 524288 se obtienen para p = 2 utilizando el algoritmo 3.3 y, para tamanos de n > 524288, los valores 6ptimos se

obtienen para p = 4 procesadores utilizando el algoritmo 3.4.

3.5.4 Estudio del speedup

En esta seccion realizamos un estudio del speedup para los algoritmos 3.4 y 3.5 que hemos estudiado en este capitulo. Recordemos
brevemente que el speedup es un parametro que representa una medida de comparacién de un algoritmo cuando se ejecuta utilizando 1

y p procesadores. Para una descripcién mas detallada de este parametro, véase la seccién 2.1.

La tabla 3.6 nos muestra tres tablas en las que aparecen los valores del speedup y de la eficiencia para una matriz de tamano

n = 2097152 en las tres maquinas en las que se han calculado tiempos tedricos.

La tabla 3.6(a) nos muestra el speedup y la eficiencia de los algoritmos 3.4 y 3.5 en un IBM SP2 para una matriz de gran tamano,

n = 2097152. La eficiencia la medimos en porcentaje.
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IBM SP2 switch

speedup eficiencia

p | Alg. 3.3 Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.3 Alg. 3.4 Alg. 3.5
2 1.59 79.30
4 2.17 2.32 54.15 57.95
8 2.65 2.44 33.13 30.53

(a) IBM SP2 switch

CRAY T3D
speedup eficiencia

P Alg. 3.3  Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.3 Alg. 3.4 Alg. 3.5
2 1.85 92.71
4 3.38 3.35 84.48 83.66
8 5.29 4.18 66.07 52.26
16 7.12 4.23 44.50 26.46
32 8.17 3.79 25.53 11.85
64 9.28 3.39 17.19 6.28
128 9.47 2.95 7.40 2.31
256 9.40 2.59 3.67 1.01

(c) CRAY T3D

IBM SP2 ethernet

speedup eficiencia
p | Alg. 3.3 Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.3 Alg. 3.4 Alg. 3.5
2 0.29 14.32
4 0.09 0.11 2.16 2.68
8 0.03 0.03 0.32 0.36

(b) IBM SP2 ethernet
Cluster de Pentiums

speedup eficiencia
p | Alg. 3.3 Alg. 3.4 Alg. 3.5 | Alg. 3.3 Alg. 34 Alg. 3.5
2 0.95 47.74
4 0.84 0.99 21.03 24.68
8 0.91 0.94 11.31 11.70

(d) Cluster de Pentiums

Tabla 3.6: Speedup y eficiencia de los algoritmos 3.3, 3.4 y 3.5 para n = 2097152.
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Notemos la gran diferencia en los valores del speedup y de la eficiencia en los dos algoritmos cuando se utiliza el switch de alto
rendimiento frente a una conexién de tipo ethernet. Con el switch, la eficiencia alcanza un valor méximo del 79.30% para el algoritmo
3.3 cuando se utilizan 2 procesadores; sin embargo, con la conexion ethernet para efectuar comunicaciones, inicamente se alcanza un
14.32% de eficiencia como valor maximo para el mismo algoritmo con 2 procesadores. En general, cuando se utiliza un hardware lento
para las comunicaciones como la conexién ethernet, la pérdida de eficiencia en ambos algoritmos es notable, obteniéndose unos resultados
muy discretos para el speedup. La situacién cambia cuando las comunicaciones son rapidas, obteniéndose valores muy aceptables del

speedup.

Observamos que, aunque los porcentajes de eficiencia son mayores para el algoritmo 3.5 que para el algoritmo 3.4, este 1iltimo algoritmo
presenta un mejor comportamiento paralelo, como se desprende del aumento del speedup para conexion ethernet. Dicho aumento es

mayor en proporcién que el que obtenemos para el algoritmo 3.5.

La tabla 3.6(c) es similar a las tablas 3.6(a) y 3.6(b) pero utilizando ahora una mdquina del tipo CRAY T3D. En la misma se observa
que se obtienen unos valores muy buenos del speedup y de la eficiencia, especialmente en el algoritmo 3.4, llegando a unos valores
maximos de 9.47 para 128 procesadores, que es cuando se obtienen los mejores tiempos. También vemos claramente que los valores de
la eficiencia y speedup del algoritmo 3.4 mejoran los del algoritmo 3.5, especialmente cuando el nimero de procesadores es alto, en el
que las diferencias aumentan significativamente. En el caso p = 2, la eficiencia del algoritmo 3.5 es de 92.71%, lo que representa un
maximo en este conjunto de valores. Sin embargo, al aumentar el nimero de procesadores, la eficiencia para este algoritmo decrece mas

rapidamente de lo que lo hace cuando se ejecuta el algoritmo 3.4.

A la vista de estos datos concluimos que, contrariamente a lo que ocurria con el IBM SP2, para una maquina como el CRAY T3D, el
algoritmo 3.4 resulta no s6lamente mas rapido que el algoritmo 3.5, sino que presenta unos valores de speedup y eficiencia muy buenos,

que lo convierten en un algoritmo altamente paralelo.

La tabla 3.6(d) nos muestra los valores del speedup y la eficiencia para un cluster de Pentiums, utilizando hasta un méaximo de 8

procesadores. En este caso, siempre los valores de speedup y eficiencia son mejores para el algoritmo 3.5 frente a los obtenidos para el



96 3 Algoritmos divide y vencerds basados en la férmula de Sherman-Morrison

—¢—Alg. 3.4 —®—Alg. 3.5 Alg. 3.3 ‘ —¢—Alg. 3.4 —®—Alg. 3.5 Alg. 3.3

3.0

265
25 -

0.9
— "u

2.0

159 06

15

1.0

0.3

0.29
0.5

0.0 0.0

—4—Alg. 3.4 1.00 217 2.65 —4—Alg. 3.4 1.00 0.09 0.03
—#—Alg. 35 1.00 2.32 2.44 —®—Alg. 35 1.00 0.11 0.03

Alg.3.3 159 Alg.3.3 0.29

(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Figura 3.5: Valores del speedup en un IBM SP2

algoritmo 3.4. Los valores de la eficiencia no son tan buenos como los que se obtienen en el CRAY T3D.
Las figuras 3.5 y 3.6 nos muestran los valores del speedup obtenidos en la tabla 3.6.

Las figuras 3.7 y 3.8 nos muestra los valores obtenidos de la eficiencia para los algoritmos 3.4 y 3.5 en las tres maquinas donde se han
estudiado los resultados numeéricos tedricos de dichos algoritmos.
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Figura 3.6: Valores del speedup en un CRAY y un cluster de Pentiums
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(a) IBM SP2 switch
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Figura 3.7: Valores de la eficiencia en un IBM SP2
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MAlg.3.4 MAlg.3.5 OAlg.3.3

= 66,07

8448

8 1170

MAlg. 3.4 WAlg. 3.5 OAlg. 3.3

1131

21,0

,00
T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1 2 4 8 16 32 64 128 256
OAlg.3.3 92,71
WAlg.3.5 | 100,00 83,66 52,26 26,46 11,85 6,28 2,31 1,01
DAlg.3.4 | 100,00 84,48 66,07 44,50 25,53 17,19 7,40 3,67

80 90 100

1 2 4 8
OAlg. 3.3 47,74
WAlg. 3.5 100,00 24,68 11,70
WAlg. 3.4 100,00 21,03 11,31

(a) CRAY T3D

(b) Cluster de Pentiums

Figura 3.8: Valores del speedup en un CRAY y un cluster de Pentiums






Capitulo 4 Métodos divide y venceras basados en la

formula de Sherman-Morrison-Woodbury

4.1 Introduccion

Consideramos el problema general de obtener la solucién del sistema lineal

Ax =d,
donde
| a; by ] [ dy ]
Ca Q2 bg d2
A= y d=
Cpn—1 Qp—1 bn—l dn—l
Cn an | i d, ]

101

(4.1)

(4.2)
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Suponemos que A es una matriz tridiagonal e irreducible y que existen dos naturales k y p tales que k = %. Consideramos en A la

siguiente particion por bloques

A B -
Ci Ay B
A= )
Cp72 Apr Bp72
L Cp—l Ap—l
donde cada uno de los bloques diagonales
[ Aik1 ik ]
Cik+2  Qik+2  Dikto

A; = : 1=0,1,...,p—1, (4.3)

Cli+1)k—1  A@i+1)k—1 b(i+1)k71

L Cli+1)k QA(i+1)k
es una matriz tridiagonal de tamano k x k y, para: =0,1,... ,p — 2, cada bloque subdiagonal y superdiagonal, respectivamente, tienen
la forma
[0 0 -+ 0] gy | o0 ]
0 0 O
Ciy1 = @) : = Cli+1)k+1€1€] 5 B; = : = bii1kerer (4.4)
0 0
i 0 ] | bignye [0 -+ 0 0
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y son de tamano k X k con un unico elemento no nulo. Los vectores e; y e, representan la primera y la tltima columna, respectivamente,
de la matriz identidad 1.

En los vectores « y d consideramos una particion por bloques conforme con la matriz de coeficientes A, es decir,

xg dy
x d,
T = y d=
Lp—2 dy
L Tp—1 ] dy
con
[ Tikt1 ] [ dik+1 ]
Lik+2 dik+2
T = : y d; = , para ¢=0,1,...,p— 1.
(i41)k-1 d(it1yr—1
Ttk | L da+e
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4.2 Un algoritmo general del tipo divide y vencerds

4.2.1 Descripcion del método

Comenzamos describiendo un algoritmo general de tipo divide y vencerds para sistemas tridiagonales cuya idea basica es dividir en

bloques el sistema inicial y el vector de términos independientes para resolver en cada procesador ciertos subsistemas tridiagonales. A

partir de esas soluciones construimos un sistema tridiagonal auxiliar que nos permite obtener la solucién del sistema inicial.

De las expresiones (4.3) y (4.4) tenemos que

Ao
Ay
Ao

con G = diag(Ag, Ay, . ..

0 bkeke?
ck+1elekr 0 bgkekelT
02k+1ele{ 0 bgkeke{
+
Ap—o C(p-2kr1€1€]
A ||

,A,1) y U, V matrices de tamano n x 2(p — 1) dadas por

0

T
Cp—1)k+1€1€,

bip—1)kere]
0

=G+UV"
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0 brey, 0 0 0 0 0 0 0 0
Ck+1€1 0 0 bgkek 0 0 0 0 0 0
0 0 cyrier O 0 bapep 0 0 0 0
0 0 0 0 cprier O 0 0 0 0
U=
0 0 0 0 0 0o - 0 b(p—2)kEk 0 0
0 0 0 0 0 0 ce C(p72)k.+1el 0 0 b(p,l)kek
0 0 0 0 0 0o - 0 0 Clp—1)k+1€1 0
y
e, 0 0 0 O --- 0 0 O
0O e, ¢ 0 0 --- 0 O O
0 0 0 e e 0 0 0
V= )
0O 0 0o o0 o e e 0
0O 0 0 o0 o0 0 0 ¢

donde 0 denota una columna nula con k componentes. Utilizando la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury (véase la seccién 1.1)

Y

podemos calcular la solucién @ del sistema (4.1) como

ATMd=G'd-GTU(T+VTaTU) T VIGTd. (4.5)
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Es facil comprobar que I + VIG~'U =

[ 1 brel A; ey, 0 0 0 0 0 0 0 0 |
creiretT Al e 1 0 borel A ter 0 0 0 0 0 0
crrief AT ley 1 0 borel AT'er, 0 0 0 0 0 0
0 0 cor1eT AT e 1 0 baelAT'es 0 0 0 0
0 0 copr1€f Ay le 1 0 barel A; ey 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 e Cpoaykrel Ay lper 0 1 bp-1yet A, tser
0 0 0 0 0 0 o Cpenprren Arler 0 1 bp-1yrer A lser
i 0 0 0 0 0 0 0 0 cponpriel 4 el 1 |

es una matriz pentadiagonal de tamano 2(p — 1) x 2(p — 1) en la que muchos de los elementos de las diagonales superiores e inferiores

son nulos; por tanto, si consideramos ahora la matriz de permutaciéon P de tamafo 2(p — 1) x 2(p — 1) dada por

0100 00
1000 00
0001 00
P=10010 00
0000 0 1
(0000 10 |
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tenemos que

bkegAalek 1
1 ck+1elTAflel bgkelTAflek
ck+1e£Aflel bgkefAflek 1
P+VIGlUP = 1 CQkHelTAQ_lel bgkerfAQ_Iek
Cpakiiel Ay se1 bp_nrel A, e 1
1 C(p_l)kﬂelTA[j_llel |

es una matriz tridiagonal de tamaifio 2(p — 1) x 2(p — 1). Ahora, teniendo en cuenta que P = P~', podemos escribir la expresién (4.5)

como
A'd=G'd-G'UP(P+VTGT'UP) VTG,
y por tanto, podemos obtener la solucién @ del sistema (4.1) mediante el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.1 Un algoritmo general para resolver sistemas tridiagonales utilizando la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury.

1 Resolver el sistema

para obtener y = G~'d.
2 Resolver el sistema
GW =UP (4.7)
para obtener W = G~'UP.
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3 Calcular el vector

h=V"y. (4.8)
4 Calcular la matriz
B=P+VTW (4.9)
y resolver el sistema
Bz=h (4.10)
para obtener z = B~'h = (P + VTW) lh.
5 Calcular el vector
t=Wz. (4.11)
6 Calcular el vector
xr=1y—t (4.12)

El algoritmo 4.1 constituye un método del tipo divide y vencerds para obtener la solucién del sistema (4.1) ya que se divide inicialmente
el problema en varios subproblemas que deben ser resueltos independientemente en cada procesador (sistemas (4.6) y (4.7)). Estas
soluciones intermedias se utilizan como puente para llegar a la solucién final (se construye y resuelve el sistema (4.10) y se calcula la

solucién por medio de la expresién (4.12)).

Obsérvese que los sistemas (4.6) y (4.7) tienen la misma matriz de coeficientes y distinto vector de términos independientes lo cual
suguiere la utilizacién de la factorizacion LU como técnica éptima para su resolucion. Describimos con detalle un ejemplo que nos

permita comprender mejor los pasos que se realizan en el algoritmo 4.1 hasta llegar a la solucién del sistema (4.1).
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Ejemplo 4.1 En el sistema (4.1) se considera n = 16,

2 1 3
1 3 1 5
2 21 5
1 21 4
2 4 1 7

1 2 1 4

-1 3 2 4

A -1 3 1 yd:3
14 -1 4

1 41 6

2 4 2 8

1 31 5

-1 2 1 2

1 2 -1 2

1 4 -1 4

1 4 5

Por la forma en que se han tomado la matriz A y el vector d resulta inmediato que la solucion x del sistema Ax = d tiene todas sus
componentes iguales a 1.
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Supongamos que tomamos p = 4, por lo que k = 4. Podemos escribir la matriz A como

Ao
Ay

= G+UVT,

Ao

As

donde G = diag( Ao, A1, Ay, A3) es diagonal por bloques con

2 1
1 31
2 21
1 2

te
I

3 2
-1 3

0 b4e4ef 0
cseie; 0 bsesel
0 CQelef 0 bioese;]
0 0 clgelef
0 el 0O 0
Qelef 0 e4elT 0
0 ele4T 0 e4elT
0 0 —ee] 0
. -
A, — 1 4 1 A,
2 4 2
L 1 3 .

2 1
1 2
1

-1
4

-1
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Las matrices U y V son de tamano 16 x 16 y tienen la forma

0 e, 0 O 0 O ec 0 0 0 O
2¢e¢ 0 0 e 0 0 0 e; e, 0 0 O
v=1|"" ! . V= P , (4.13)
0 0 € 0 0 €4 0 0 0 €1 €4 0
| 0 0 0 0 —e 0 | 0 0 0 0 e e4

T
donde 0 = { 00 00 } . Para este ejemplo, tomamos la matriz de permutacion

(4.14)

o o o o = O
o o o o o
o o = O O O
o O o = O O
- o O o O O
S = O O O O

que es de tamano 6 X 6.

Comenzamos la ejecucion del algoritmo 4.1 con la resolucion del sistema (4.6). Notese que realizamos sobre el vector d una particion

conforme con la realizada sobre la matriz de coeficientes A, con lo que tendremos los bloques d;, parai = 0,1,2,3, dados por

~ ot ot W

o
|6
8

_5_

.
2
N
5_

T
4
4

_3_
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Resolver el sistema (4.6) supone resolver los subsistemas A;y; = d;, para i =0, 1,2, 3, cuyas soluciones son

[ 0.8571 [ 15393 [ 1.2466 [ 0.3559
1.2857 0.8427 0.9863 1.2881
Yo = ) Y = ) Yo = € Ys =
0.2857 0.7753 0.8082 0.9322
| 1.8571 | | 1.2584 | | 1.3973 | | 1.0169 |

El segundo paso del algoritmo 4.1 consiste en la resolucion del sistema (4.7). Antes de resolver este sistema calculamos el producto

UP y determinamos la forma de la matriz W. A partir de las expresiones (4.13) y (4.14) obtenemos el producto

e, 0 0 O O 0
0 22, e42 0 O 0
0O 0 0 e ey 0
0 0 0 0 0 -—e |

UP =

Teniendo en cuenta la forma de las matrices UP y G, podemos escribir el sistema (4.7) como

[ 4, 1[fob 0o 0o 0o 0o o] [es 0 0 0 0 0]
A 0 g0 f1 0 0 0| |0 2 e 0 0 0
A, 0 0 0 go f, 0| |0 0 0 e e 0 |
I A;]{ 0 0 0 0 0 gs] [0 0 0 0 0 —e |

donde por f; y git1, parai = 0,1,2 denotamos los vectores no nulos de 4 componentes de la matriz W = G~'UP. De esta forma,

resolver el sistema (4.7) consiste en resolver los subsistemas

A1g1 = cseq, Asgs = coer,  Asgs = cizeq,

Aofo="bieq, Aif1=0bses, Asfs = bisey,
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cuyas soluciones, para este ejemplo, vienen dadas por

fo=

—0.1429
0.2857
—0.7143

0.8571

J1

—0.0225
0.0899
—0.1573

0.2809

0.0137
0.0548
—0.2329

0.4110

0.5618
—0.2472
—0.0674

—0.0225

El siguiente paso es la formacién del vector h que, de acuerdo con la expresion (4.8) es

| 1.8571 ]
1.5393
1.2584
1.2466
1.3973
0.3559

g2

0.2329
—0.0685
0.0411
—0.0137

—0.6441
0.2881
—0.0678

0.0169

Ahora, a partir de las soluciones de los sistemas (4.7) y las matrices V' y P, construimos B por medio de la expresion (4.9), obteniendo

0.8571
1.0000
0

0
0
0

1.0000 0 0 0
0.5648 —0.0225 0 0
—0.0225 0.2809  1.0000 0
0 1.0000  0.2329 0.0137
0 0 —0.0137 0.4110
0 0 0

0
0
0
0
1.0000

1.0000 —0.6441
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Ahora resolvemos, una vez calculados B y h el sistema (4.10), cuya solucion es

I\
Il
e e e e

que utilizamos en la expresion (4.11) para obtener el vector t =

T
—0.1429 0.2857 —0.7143 0.8571 0.5393 —0.1573 —0.2247 0.2584 0.2466 -0.0137 —-0.1918 0.3973 -0.6441 0.2881 -0.0678 0.0169

Finalmente, utilizando la expresion (4.12) obtenemos la solucion del sistema (4.1),

T
r=|1 111111111 1111171

Una vez estudiado con detalle este caso particular, consideramos ahora el caso general en el que disponemos de una maquina con p
procesadores y A es una matriz de tamano n X n.
En general, podemos resumir los pasos 1 y 2 del algoritmo 4.1 diciendo que se deben resolver los subsistemas
Ailyi f git1 ] = [ d; biinker Ciyrii€r | para ¢ =0,1,...,p—2. (4.15)

En cuanto a la paralelizacion del método hay que senalar que la carga de calculo en cada procesador no esta totalmente equilibrada,
puesto que los procesadores centrales resuelven tres subsistemas, mientras que el primer y tltimo procesador inicamente resuelven dos

subsistemas.
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Para calcular el vector h de la expresion (4.8) y teniendo en cuenta la forma particular en que se ha construido la matriz V' y el
vector y, no es necesario efectuar ninguna operacién ya que basta con elegir las componentes adecuadas de los vectores y;. En general,

o(k)
1(1)
1(k)
(1)
(k)

<« e «

2(1
h = ya(k

<

(4.16)

donde y, () denota la [-ésima componente del vector y;.

Como se desprende del ejemplo 4.1 la matriz auxiliar B que formamos utilizando la expresién (4.9) es tridiagonal y presenta la
caracteristica particular que algunos elementos de las diagonales superior e inferior son unos. En realidad esta matriz se forma tomando

ciertas componentes de los vectores solucién de los subsistemas (4.15). La forma general de esta matriz viene dada por
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0

0
0

0 0
gi(l) 0
gi(k) 1

L fol) g

0 fao(k) g

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

o(1) 0 0 0 0

o(k) 1 0 0 0 |, (4.17)
0 0 -+ fpo(l) gpo(l) 0

0 0 - fpalk) gpolk) 1

0 0 0 1 gp—1(1) |

donde f;(1) y g;(I) denotan la [-ésima componente de los vectores f; y g; respectivamente. Siguiendo con el proceso que nos permita

obtener la solucién del sistema inicial, una vez construida la matriz B, resolvemos el sistema (4.10) para obtener el vector z que nos

permitira calcular la solucién final. En general, desarrollando la expresién (4.11) tendremos

que escribimos de forma abreviada como

to = fozo,

to
141
to

t) o

L tpil

ti=[fi

fo 0 0 O

0 fi g1 O

0 0 f2 g2

0O 0 0 O

o 0 0 O
22i—1

gl] )

224

0 0
0 0
0 0
fp—? gp—2
0 0
1=1,2,. » P

20
21

22

Z22p—4

Z2p—3

y ty1=Ggp-129p-3.
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De esta forma, la solucién del sistema (4.1) viene dada por @; =y; —t;, coni=0,1,... ,p— 1.

4.2.2 Coste computacional

Calculamos el coste computacional del algoritmo 4.1. Los sistemas (4.6) y (4.7) tienen la misma matriz de coeficientes y diferentes

vectores de términos independientes. Esta caracteristica nos sugiere la descomposicion LU como método 6ptimo para su resolucion.

Como ya vimos en la seccién 1.1, por medio de los algoritmos 1.2 y 1.3, la resolucién del sistema (4.6) mediante el célculo de la
descomposicién LU requiere un total de 8n — 7 flops. Por otra parte, resolver el sistema (4.7) es equivalente a resolver los subsistemas
(4.15). Teniendo en cuenta la forma particular de los vectores de términos independientes de estos subsistemas, su resolucién requiere un
total de 6n — 4 flops (véase la seccién 1.1 para una descripcién més detallada del niimero de operaciones requeridas para este célculo).

En consecuencia, la resolucién de los sistemas (4.6) y (4.7) representa un coste de 14n — 11 flops.

Por la propia construccién del método es facil comprobar que la formaciéon del vector h y la matriz B, definida mediante la expresion
(4.9), no requiere ninguna operacién algebraica, ya que basta con tomar las componentes adecuadas de las soluciones de los sistemas

(4.6) y (4.7), como se aprecia en las expresiones (4.16) y (4.17).

La resolucién del sistema (4.10) por el método de Gauss requiere 8(2p — 2) — 7 flops, ya que B es una matriz tridiagonal de tamano
(2p — 2) x (2p — 2). Debido a la estructura de la matriz W, para calcular el vector ¢ son necesarios 3n — 4k flops. Finalmente, para el

célculo de las componentes de la solucién mediante la expresiéon (4.12) se requieren n flops.
En consecuencia, el coste total del algoritmo 4.1 es de

18n — 4k + 16p — 34  flops. (4.18)
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4.3 Un algoritmo BSP del tipo divide y vencerds general

Consideremos ahora que disponemos de una méaquina paralela con p procesadores. Notese que, debido a la forma en que se divide
inicialmente la matriz A en p bloques de tamano k x k, los elementos de la matriz B se encuentran distribuidos en los distintos procesadores
de manera que los elementos de la primera fila se encuentran en el procesador Py, los elementos de las filas 2i — 1 y 2¢ se encuentran en
el procesador P;, parat=1,2...,p— 2, mientras que el ultimo procesador tiene los elementos de la ultima fila. Esta caracteristica sera

esencial posteriormente en la eleccién del método paralelo para la resolucion de este sistema auxiliar.

Basandonos en las caracteristicas del método expuestas por medio del algoritmo 4.1 podemos realizar diversas implementaciones
segin el modelo BSP. Las diferencias esenciales de las distintas implementaciones que se realizan en las siguientes secciones se basan en
la forma en la que se resuelve el sistema tridiagonal auxiliar (4.9) y el modelo de comunicacién utilizado para la transmisién de datos

entre procesadores.

4.3.1 Descripcion del método

La primera implementacién que consideramos se basa en la resolucién del sistema (4.9) del algoritmo 4.1 en cada uno de los procesa-
dores de forma simultdnea y secuencial. Se considera la divisién por bloques dada por las expresiones (4.3) y (4.4). Las caracteristicas

esenciales de este método se recogen en el siguiente algoritmo BSP.
Algoritmo 4.2 Algoritmo BSP general para sistemas tridiagonales.

Superpaso 1

El procesador P, envia al procesador P;, parat=1,2,... ,p— 1, los bloques A;, d; y los elementos b;;. y Cir11.

Superpaso 2
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1 Resolver los sistemas (4.15) utilizando la factorizacién LU de la matriz de coeficientes A;.

2 Enviar desde el procesador P;, parai =0,1,... ,p—1, los elementos y;(1), y;(k), fi(1), fi(k), gi(1), gi:(k) a todos los procesadores.
Superpaso 3

1 Formar el vector h y la matriz B mediante las expresiones (4.16) y (4.17) en cada procesador. Resolver el sistema Bz = h utilizando

el método de Gauss.
2 Calcular f; y x; en el procesador P, parai=0,1,... ,p — 1, mediante las expresiones (4.11) y (4.12).

3 Enviar desde el procesador P;, parai=1,2,... ,p— 1, las soluciones parciales x; al procesador F.

La figura 4.1 sintetiza las tareas que deben realizarse en cada procesador al ejecutar el algoritmo 4.2 para obtener la solucién del

sistema inicial, suponiendo que p = 4.

Debemos notar ciertas caracteristicas particulares de esta implementaciéon en paralelo. En primer lugar, en el superpaso 3, cada
procesador realiza al mismo tiempo la formacién del vector h, la matriz B y la resolucién del sistema tridiagonal auxiliar (4.10).
Posteriormente, todos los procesadores trabajan en paralelo para el calculo de las soluciones parciales, que son enviadas al procesador

Fy al final del superpaso.

En cuanto al tipo de comunicaciones que se realizan a lo largo del algoritmo, es interesante resaltar que las comunicaciones del
superpaso 2 representan un broadcast donde todos los procesadores comunican elementos al resto de procesadores. Sin embargo, este

broadcast es de muy pocos elementos, por lo que no representa un alto coste de comunicacion.

Parece 16gico plantear una modificacion de este algoritmo donde cada procesador P; comunique al procesador principal sus elementos
vi(1), yi(k), fi(1), fi(k), gi(1), gi(k) y el procesador Py obtenga las soluciones finales a partir de la solucién del sistema (4.10). Sin
embargo, esto no es posible ya que para el calculo del vector solucién x mediante las expresiones (4.11) y (4.12), son necesarias todas

las componentes de los vectores f; y g;. Esto significa que todos los procesadores centrales deben enviar al procesador principal 2k
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Ao, do, by, Ar,d1, bag, crq1 Ao, da, bag, cory1 Az, d3, c3p41
! barrera de sincronizacion
Apyo = dp Ay =dy Adys =do Asys =d3
Aofo = brey A1g1 = cpr1en A2go = copt1€1 A3gs = cap1€1
Arf1 = byrey, Asfo = barey,

yo(1),yo(k)

Fo(1), fo(k)

|

y1(1),y1(k),g1(1)

g1(k), f1(1), f1(k)

yQ(D? yQ(k)aQQ(D

g2(k), f2(1), fa(k)

y3(1), y3(k)

g3(1), g3(k)

yi(1),yi(k), £i(1), fi(k),gi(1), gi(k)

barrera de si

ncronizacion

to, X

h,B

Bz=h
x|

T

h,B

Bz=h

t27 €2

T2

t3, x3

Figura 4.1: Esquema de ejecucion del algoritmo 4.2, para 4 procesadores.
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componentes correspondientes a estos vectores, salvo para el dltimo procesador que envia las k& componentes del vector f, ;. Este

esquema de comunicacion representa un coste de
[2k(p —2) + k]g = (2n — 3k)g flops,

mientras que el coste de realizar un broadcast de 6 elementos entre p procesadores, es de 6pg flops. Como normalmente p < n, se cumple
que 6p < 2n — 3k, por lo que el coste de realizar el broadcast es mucho menor. De esta forma podemos afirmar que el proceso de

comunicacion que se lleva a cabo en el superpaso 2 resulta éptimo desde el punto de vista del coste computacional.

4.3.2 Coste computacional

En esta seccién calculamos el coste computacional del algoritmo 4.2 calculando los costes individuales de cada uno de los superpasos

que componen el algoritmo.

Coste del superpaso 1. Cada procesador recibe un bloque cuadrado de tamano k x k de la matriz de coeficientes, con k = % y el
bloque correspondiente del vector d. Ademas, cada procesador recibe dos elementos fuera de los bloques diagonales, salvo el tltimo que

recibe un tnico elemento. Esto representa un coste de [4k(p — 1) + 2p — 3]g flops, lo que significa que el coste del superpaso 1 es de

(4n—4k+2p—3)g+1 flops. (4.19)

Coste del superpaso 2. Debemos calcular el coste aritmético que supone la resolucién de los sistemas (4.15). Los procesadores
P, para i =1,2,... ,p — 2, son los que més operaciones realizan, ya que deben resolver tres sistemas. Subdividimos las tareas que se

realizan en los procesadores P;, para i =1,2,... ,p — 2, en varias etapas que describimos brevemente a continuacion.

Como vimos en la seccion 1.1, la resolucion de un sistema tridiagonal mediante la descomposicién LU con una matriz de tamano n xn

supone 8n — 7 flops, por lo que resolver el sistema G;y; = d; mediante la descomposicién LU requiere un total de 8k — 7 flops. Resolver
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los sitemas del tipo G;g; = cirr1e1 y Gifi = bgiyrer suponen un total de 4k — 3 y 2k — 1 flops, respectivamente, como ya se comentoé
en dicha seccién. En consecuencia, se requieren 14k — 11 flops para resolver los subsistemas (4.15) en cualquiera de los procesadores P;,

parat=1,2,... ,p—2.
En cuanto al coste de comunicacion, hay que tener en cuenta que cada procesador P;, parat=1,2,... ,p — 2, envia los elementos

yi(1), wi(k), fi(1), fi(k), gi(1), gi(k)

al resto de procesadores, mientras que el procesador Py envia los elementos

Yyo(1), wyo(k), go(l), go(k)

al resto de procesadores y el procesador P,_; envia al resto de procesadores los elementos

yp—l(l)’ yp—l(k)’ fp—1<1)7 fp—l(k)'

En consecuencia, cada procesador no extremo realiza un broadcast al resto de procesadores de 6 unidades de datos. Esto significa que el
ntimero maximo de unidades de datos enviados o recibidos por cualquiera de los procesadores P;, parai = 1,2,... ;p—2, es de 6(p— 1),
lo que representa el modelo de comunicaciéon de una 6(p — 1)-relacién. Asi, el coste de comunicacién de este superpaso es de 6(p — 1)g

flops. Sumando los costes aritmético y de comunicacion de este superpaso obtenemos que el coste total es de
14k —11+6(p—1)g+ 1 flops. (4.20)
Coste del superpaso 3. En cuanto al coste aritmético debemos considerar el coste de las distintas tareas que se llevan a cabo en
cada uno de los procesadores a lo largo del superpaso. Notar que todos los procesadores realizan las mismas tareas simultaneamente.

La formacién de la matriz B de la expresion (4.9) y del vector h de la expresién (4.10) no requiere calculo aritmético, ya que ambos

se forman eligiendo de forma adecuada ciertas componentes de los vectores solucién de los sistemas (4.15).
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Para resolver el sistema Bz = h cuya matriz de coeficientes es de tamano(2p — 2) x (2p — 2), podemos utilizar el método de reduccion
de Gauss lo cual representa un coste total de 8(2p — 2) — 7 flops. Para calcular el vector ¢; en el procesador P; utilizando la expresién
(4.11), cada procesador realiza 3m operaciones. Para calcular el vector &; = y; — t; en el procesador P; utilizando la expresién (4.12)
cada procesador realiza k operaciones. En consecuencia, sumando los costes de cada una de estas fases, se obtiene que el coste aritmético
de este superpaso es de 4k + 16p — 23 flops.

El coste de comunicacion viene dado por la comunicacion de las k componentes del vector @; desde el procesador P;, para ¢ =
1,2,...,p—1, al procesador Py. Esto significa que el procesador principal recibe un niimero maximo de k(p — 1) datos, lo que representa

una k(p — 1)-relacién, por lo que el coste de comunicacién de este superpaso es de [k(p — 1)]g flops.

Sumando los costes aritmético y de comunicacién, obtenemos un coste para este superpaso de

4k 4+ 16p — 23+ (n — k)g + 1 flops. (4.21)

Sumando las expresiones (4.19), (4.20) y (4.21) se obtiene el coste computacional del algoritmo 4.2, que es de

18k + 16p — 34 + (bn — 5k +8p —9) g + 31 flops. (4.22)

4.4 Algoritmos BSP divide y vencerds utilizando el método recursive doubling

El algoritmo 4.2 funciona bien cuando p < n. Ello se debe fundamentalmente a que la resolucion del sistema Bz = h del punto 4
del algoritmo 4.1 se realiza simultaneamente en cada procesador. Si el nimero de procesadores es alto, por ejemplo, p = 256, la matriz
de coeficientes B es de tamano 510 x 510, con lo que estamos resolviendo en cada procesador simultaneamente un sistema tridiagonal de
tamano 510 x 510. Esto supone una pérdida de eficiencia en el proceso de calculo. Por ello, podemos utilizar algin algoritmo adecuado

para resolver en paralelo el sistema (4.10), de manera que todos los procesadores participen en su resolucion. En lo que resta de capitulo
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supondremos que el nimero de procesadores es p = 2™, con m > 1. Este valor, como veremos en el transcurso de esta seccién, juega un

papel importante en la implementacion que se realiza.

4.4.1 Descripciéon del método

De entre los numerosos métodos que existen para resolver sistemas tridiagonales (véase la seccién 1.3), uno de los que mejor aprovecha
las caracteristicas particulares de la matriz B de la expresién (4.17) es el método recursive doubling, descrito en la seccién 1.3.2. Por
tanto, parece razonable pensar en implementar un método del tipo divide y venceras que resuelva el sistema auxiliar (4.10) en paralelo

utilizando dicho método. El nuevo algoritmo se diferencia basicamente del algoritmo 4.2 en los siguientes puntos

(i) En el superpaso 2 del algoritmo 4.2, después de resolver los sistemas (4.15), en cada procesador tenemos los elementos de las filas
(2¢ — 1)-ésimas y 2i-ésimas de B y h, para i = 0,1,... ,p — 1, teniendo en cuenta que las filas —1 y 2p — 2 de la matriz B y las

componentes —1 y 2p — 2 del vector h son nulas.
(ii) El paso de comunicacién del superpaso 2 se elimina.

(iii) A partir del superpaso 2, se aplica el método recursive doubling para resolver el sistema (4.10).

Introducimos la notacién Bli | j|, con j < i, para indicar el producto de matrices
Bli|j] = BiBi—1 -+ Bj_1Bj, (4.23)

donde las matrices B; son las que se definen en la seccién 1.3.2 mediante las expresiones (1.9) y (1.10). Nétese que en la seccién 1.3.2
se describe el método del recursive doubling para un sistema con coeficientes a;, b; y ¢; en su matriz de coeficientes y componentes d;

en el vector de términos independiente. Ahora, estos coeficientes han cambiado ya que resolvemos el sistema Bz = h, cuyo tamarto es
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(2p—2) x (2p—2) y donde la matriz B y el vector h vienen dados por las expresiones (4.17) y (4.16), respectivamente. En consecuencia,

las matrices

a B v
Bi=11 0 0|, para =0,1,2,... ,2p—3
0 0 1
quedan definidas por los elementos
Q; Ci . d;
Q; b_i’ Bi = b_l y %_bi’

donde los coeficientes a;, b; y ¢; vienen definidos de la siguiente forma

ap = fo(k), a2 = gi(k), agi1 = fi(1), Qop—3 = gp—1<1)a
by = 1, by =1, b1 = gi(l),
Coj = fi(k)> Coim1 = 1, Cop—3 = 1,

dy = yo(k?)7 do; = yz<k)7 doi—1 = yi(l), d?p—?) = yp—l(l),

parai:O,l,...,L@J.

El algoritmo que implementamos ahora coincide exactamente con el algoritmo 4.2 en los superpasos 1 y 2, salvo en la comunicacion

final del superpaso 2. Dicha comunicacion se suprime y comienza la ejecucion en paralelo del método recursive doubling para calcular la

solucién del sistema (4.10).

Las caracteristicas del algoritmo 4.2 determinan la forma en que debe ejecutarse en paralelo dicho método para este caso concreto.
Asi, después de resolver los sistemas (4.15), se dispone en el procesador P;, para i = 1,2,... ,p — 2, de los elementos necesarios para

el célculo de las matrices By;_1 y B;. En los procesadores Fy y P, ; se encuentran los elementos necesarios para el célculo de las
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matrices By y Bs,_3 respectivamente. Por comodidad en la notacién, podemos generalizar el resultado diciendo que el procesador P,
para i =0,1,... ,p — 1, calcula las matrices By;_; y By;, teniendo en cuenta que tomamos B_; = By, 5 = I3. La razén de esta eleccion
es que cuando en el siguiente paso del algoritmo multipliquemos las matrices By;_1 y Bo; para obtener la matriz B[2: | 2¢ — 1], entonces
tengamos los productos adecuados, es decir, B[0 | —1] = By y B[2p — 2 | 2p — 3] = By,_3, que son las matrices que necesitamos para

obtener las componentes de la solucion.

El modelo de comunicaciéon que utilizamos para este algoritmo es el que sugieren Sun, Zhang y Ni [106] en la implementacién del
algoritmo Parallel Prefiz, en el que existen log, p + 1 pasos de comunicaciéon en paralelo utilizando p procesadores. Un ejemplo del
modelo de comunicaciones que se realizan cuando p = 16 se muestra en la figura 4.2. En dicha figura se utiliza la notaciéon Bli | j| dada
por (4.23) y se muestran detalladamente los pasos de calculo y comunicacién necesarios para la obtencion en el procesador P, ; de la
matriz B30 | —1], que nos permitird calcular zy y el resto de componentes del vector z. Se observa que son necesarios cuatro pasos de

comunicacion entre los procesadores para llegar a la solucién en el dltimo procesador.

Notemos que, de acuerdo con la posicién en que se encuentran los elementos del sistema (4.10) en los distintos procesadores, en el
procesador P;, parai=1,2,...,p — 2, podemos calcular dos componentes del vector z de la solucién, mientras que en el procesador Fy
podemos calcular la primera componente de z, es decir, zp y en el procesador F,_; la ultima componente de z, es decir, 2z9,_3. Notese

que en este caso, por coherencia con la notacién empleada, la expresién (1.11) se convierte en

zit1 = Bz, para i =0,1,2,...,2p — 3, (4.24)

siendo z; = | z_;

La expresién (4.24) nos permite el cdlculo de ciertas componentes del vector z en funcién de las anteriores. En consecuencia, de igual

modo que en la seccién 1.3 se dedujo la expresion (1.13) para obtener unas componentes en funcién del vector inicial @y, ahora podemos
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Py |Ba

P, [BIZ[1] BRI

P, |B[4]3] SB4| 1] REAEY

P, |B[65] AB[6|3]\: A B6 [-1]

P, [B[B7] SB[ | 5] A8 R

Py [BIOTO] %B0[7] *BOIa RN

Ps |B[12]11] CAB[12]9) ﬁ B[12]5 A B[12|-1\k

P, |B[14]13] ‘B[14|11k 4 B[14|7]\ A B[14|-l\k

Py B[16|15]\_\ ‘8[16|13]\ o A B[16|9]\ A B[16 1] 4 B[16]-1]
Py |B[18]17] A B[18]15) . B[18|11]\ A B[18] 3] 4 B[18]-1]
P [B20[19] A B[20[17] * B[20|13}\ 4 B[20] 5] 4 B[20]-1]
Py [B[22]21] \\ » B[22|191\ A B[22|151\ A B[22 7] 4 B[22
P, |B[24128]  ~B24[20] & B[24|17] A B[24]9] g4 -]
P, [B[26 |25],  AB[26]23] . A B[26]19] A B[26 | 11] 4 B[26] 1]
Py |Bl28]27]  AB[28[25] A B[28]2] A B[2813] 4 B[28]-1]
Pys | B[30]29] A B[30]27] —x B[30]23] A B[3015] 4 B30 1]

Figura 4.2: Esquema de comunicaciones del método divide y vencerds basado en el método recursive doubling, para p = 16.
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escribir la expresion

ziv1 = B[i | 0]z, para i =0,1,2,...,2p — 3, (4.25)
<0

siendo zg = | 0 |, que nos permite calcular las componentes del vector z en funcién del vector z,. Ahora, la componente inicial que
1

calculamos es 2y y es la que nos permite calcular las restantes componentes mediante un proceso recursivo.

Siguiendo el esquema de comunicaciones que se muestra en la figura 4.2, el cédlculo de la componente z; se realiza en el ltimo

procesador mediante una expresién analoga a la expresién (1.14) pero que, de acuerdo con la notacién introducida, se escribe como

Zop—2 = B[2p -3 | —1]20, (426)

Como el resto de componentes se obtienen a partir de 2y, debe haber un paso de comunicacién en el que el procesador F,_; comunica
al resto de procesadores esta variable. De esta manera, una vez que cada procesador tiene almacenado en su memoria el valor de z,
puede realizar el calculo de las componentes de la solucion que le corresponden. Asi, podemos considerar el siguiente algoritmo que

resume las caracteristicas anteriormente expuestas.

Algoritmo 4.3 Algoritmo BSP divide y vencerds utilizando el método recursive doubling.

Superpaso 1

El procesador F, envia al procesador P;, parai =1,2,... ,p—1, los bloques A;, d; y los elementos b;;. y ¢;ir.+1. Inicialmente tomamos
=1

Superpaso 2
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1 El procesador P;, parai=0,1,... ,p—1,

1.1 resuelve los sistemas dados por (4.15) que le corresponden, utilizando la factorizacién LU de la matriz de coeficientes,

1.2 calcula las matrices By; 1y Bo;,

1.3 calcula el producto B[2i | 2i — 1].

2 Comunicacion.

2.1 El procesador P;, parai=0,1,... ,p— 2, comunica al procesador P, la matriz B[2i | 2i — 1].
Superpaso m —q+ 2, parag=m—1m—-2,...,2,1

1 El procesador P;, para i =2m 91 2m-a-1 4 1 9m-a-l 49 2 p—1,calcula la matriz B[2i | 2i — (2u + 1)].
2 El procesador P;, parai=0,1,...,(p—1) — 2™ %, comunica al procesador P, om—q la matriz B[2i | 2i — (2u + 1)].
3 Actualizamos p, como p = 2u + 1.

Superpaso m + 2

1 El procesador P, parai=2m1 2ty 1 2mt 492 . p—2 p—1,calcula la matriz B[2i | 2i — (2u + 1))].
2 El procesador P,_; calcula 2 utilizando la expresién (4.26).

3 El procesador P, ; comunica z al resto de procesadores.

Superpaso m + 3
1 El procesador P;, parai=1,2,... ,p— 1 calcula 29, 29; 1, mediante la expresion (4.25).
2 El procesador P;, parai=0,1,... ,p—1,

2.1 calcula t; y x; mediante las expresiones (4.11) y (4.12), respectivamente,

2.2 envia las soluciones x; al procesador principal.
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Debemos notar que a lo largo de todo el algoritmo, cuando nos referimos a una matriz Bli | j], con j < —1, tomamos B[i | —1].
Noétese la diferencia existente entre Bfi | —1] y B_;. Hemos tomado como criterio de notacién B_; = I3, mientras que la notacién

Bli | —1] nos indica el producto de matrices B;B;_1 -+ BoB_;.

Analizando este algoritmo con detalle, observamos que efectuamos comunicaciones y realizamos productos de matrices que no son
necesarias para llegar a la obtencién de la componente zy de la solucién del sistema (4.10), a partir de la cual se obtiene el resto de
componentes de la solucién. El modelo de comunicacion que seguimos tiene como objetivo el calculo de 2y en el tltimo procesador y su
comunicacion al resto de procesadores para que calculen las componentes de las soluciones que le corresponden con el fin de obtener la

solucién final por bloques en cada procesador. El cdlculo de zo;_1 y 29; en el procesador P; se realiza mediante la expresién (4.25).

Podemos plantearnos un nuevo algoritmo basado en un modelo de comunicacién distinto al que se utiliza en el algoritmo 4.3. El
modelo de comunicacién que se utiliza ahora es de tipo fan-in, que intenta minimizar el nimero de elementos que circulan por la red y el
numero de procesadores que comunican elementos en cada superpaso, con lo que se reduce el coste computacional. La diferencia basica
respecto al esquema de comunicacién usual que presenta el algoritmo 4.3 es que en este nuevo algoritmo el célculo de las componentes
zi, para i =0,1,... ,2p — 3, no se realiza en paralelo por cada procesador; ahora, el procesador F; es el encargado de calcular todas las
componentes z; a partir de la componente inicial 2. Esto va a disminuir el nimero de comunicaciones en los distintos superpasos y el
numero de procesadores que comunican elementos, aunque requiere una primera comunicacion de las matrices B;, parai = 0,1,... ,2p—3
desde todos los procesadores al procesador principal. Esta comunicacion es necesaria para el cdlculo de las componentes del vector z a

partir de la componente zy. Teniendo en cuenta estas modificaciones, implementamos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.4 Algoritmo BSP divide y vencerds utilizando el método recursive doubling modificado.

Superpaso 1

El procesador F, envia al procesador P;, parai =1,2,... ,p—1, los bloques A;, d; y los elementos b;;. y c;i.11. Inicialmente tomamos
w=—1.
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Superpaso 2

1 El procesador P;, parat=0,1,... ,p—1,

1.1 resuelve los sistemas dados por (4.15) que le corresponden, utilizando la factorizacién LU de la matriz de coeficientes,
1.2 calcula las matrices By;_1 y By,

1.3 calcula el producto B[2i | 2i — 1].
2 Comunicacién,

2.1 el procesador P;, parai =1,2,... ,p — 1, comunica al procesador F, las matrices By; 1y By,

2.2 el procesador Py;q, parai=0,1,...,2" 1 — 1, comunica al procesador P; la matriz B[2i | 2i — 1].
Superpaso m — q+ 2, parag=m—1,m—2,...,2,1
1 El procesador Pom—q;, parai=0,1,...,27 — 1 calcula la matriz
B[2m™9 4 2mm 0t 4 9(p 4 1) | 2m79 G — 1),

. q__ . -
2 El procesador Pym—q gm—g+14, para i =0,1,..., L%j comunica al procesador Pym—q+1; la matriz

B[2m79 4+ 27 (2 4 1) 4 2(p + 1) | 2™ (20 + 1) — 1].
3 Actualizamos p, como = 2(p + 1).

Superpaso m + 2

El procesador P,

1 calcula la matriz B2p — 2 | —1],
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2 calcula zg utilizando la expresion (4.26) y, mediante la expresion (4.25), obtiene el resto de componentes z;, parat =1,2,... ,2p—3,

3 comunica las componentes z9;_1, zo; al procesador P;, parai=1,2,... ,p— 1.

Superpaso m + 3
El procesador P;, para:=10,1,... ,p—1,

1 calcula t; y @; mediante las expresiones (4.11) y (4.12), respectivamente,

2 envia las soluciones x; al procesador principal.

La figura 4.3 muestra un ejemplo del algoritmo 4.3 para p = 8. En este ejemplo se recogen todas las comunicaciones que se realizan

hasta obtener la solucién. Debemos notar que en el procesador Py se deben formar las matrices B_; y By.

Hay que observar también que, de acuerdo con el algoritmo 4.4, el calculo de las componentes de la solucién del sistema (4.10)
se realiza en el procesador principal, una vez calculada previamente la componente z; de la misma, que sirve como punto de partida
de la ecuacién recurrente (4.24). Como el célculo de las componentes z;, para i = 1,2,...,2p — 3, se realiza secuencialmente en el
procesador inicial, inicamente se necesitan las matrices B; que se forman en el superpaso 2, lo que significa que el procesador principal
debe contener en su memoria los elementos de las matrices B;, para ¢ =1,2,... ,2p — 3. Esto supone que en el superpaso 2 existe una
fase de comunicacién donde cada procesador comunica 6 elementos al procesador principal, lo que representa un coste de 6(p — 1) flops.

Esta es la razén de que aparezca dicha comunicacién al final del superpaso 2.

4.4.2 Coste computacional

En esta seccion calculamos los costes computacionales de los algoritmos 4.3 y 4.4 que se basan en la resolucion del sistema tridiagonal
(4.10) por medio del método recursive doubling.
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Ao, do, cx_1 A1,Z1 Az, da Az, d3 Ag,dy As,ds Ae, ds Ar,dv, am,
ey C2k—1 a2k, C3k—1 a3k, Cak—1 A4k, C5k—1 A5k, C6k—1 A6k, CTk—1
barrera.de sincronizacion
yo, fo y1,f1,91 y2,f2,92 Y3, 3,93 Y4, f4,94 ys, 5,95 Y6, f6,96 y7,97
B_1,Bo B1, Bs B3, By Bs, Bs Bz, Bs By, Bio B11, Bi2 B13, B14
B0 | —1] | | B2 1] | | Bl4]3] | | B6 | 5] | | B[8| 7] | | B[10 ] 9] | | B[12] 11] | | B[14 ] 13]
B; | | | | | | |
B[2]| 1] | B[6 | 5] — B[10 | 9] — B[14 | 13] SO E—
barrera.de sincronizacion
B[2| —1] B[6 | 3] B[10] 7] B[14] 11]
BI6 | 3] | Bl14] 11] |
i barrera.de sincronizacion
Bl6 | 1] B[14 | 7]
Bl14]7] < |
i barrera.de sincronizacion
B[14| —1]
20
Z z1, 22 23, 24 25, 26 27,28 29, 210 211, 212 T213
barrera.de sincronizacion
x0 x1 @9 x3 x4 xs xg x7
| | | | | | J
xr

Figura 4.3: Esquema de ejecucion del algoritmo 4.4, para 8 procesadores.
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Comenzamos calculando de forma detallada el coste del algoritmo 4.3.

Coste del superpaso 1. El superpaso 1 del algoritmo 4.3 es analogo al superpaso 1 del algoritmo 4.2, por lo que su coste viene

dado por la expresién (4.19).

Coste del superpaso 2. La primera tarea que se realiza es la descomposicion LU y la resolucién de los sistemas (4.15). Esto requiere
un total de 14k — 11 flops. Posteriormente, se produce la formacion de las matrices Bo;_1, Bs; en el procesador P;, parat=0,1,... ,p—1.
Debido a la forma particular que tienen estas matrices, sélo los procesadores centrales necesitan efectuar 3 divisiones. Por consiguiente,
esta fase requiere 3 flops. Finalmente, se calcula el producto matricial B[2i | 2i — 1] en el procesador P;. Esta operacién requiere un total

de 5 flops, debido a la estructura particular de dichas matrices, por lo que el coste de esta fase es de 5 flops.

En cuanto al coste de comunicacién, cada procesador P;, para:=0,1,... ,p— 2, comunica al procesador F;;; una matriz de tamano

3 x 3, de la forma

x %k
x % ok | . (4.27)
0 0 1

Nos encontramos ante un patréon de comunicaciéon en el que cada procesador, salvo el principal, tiene un mensaje de longitud 6
unidades entrando y saliendo de él, es decir, una 6-relacion. Este modelo de comunicacién supone un coste de 6g flops, como ya se

comentd en el capitulo 2.

Por lo tanto, el coste total del superpaso 2 es de

14k — 3 +6g+1 flops. (4.28)

Coste del superpaso m — q+ 2, para ¢ = m —1,m — 2,...,2,1. En estos m — 1 superpasos se repite el mismo esquema de
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computacién y de comunicacién. Por esta razon calculamos globalmente los costes aritmético y de comunicacion.

En cuanto a los calculos aritméticos, cada procesador que se encuentra activo en el superpaso realiza un producto de dos matrices de
la forma (4.27). El célculo de un producto de dos matrices de esta forma requiere un total de 20 flops, por lo que el coste aritmético de

estos m — 1 superpasos es de 20(m — 1) flops.

En cuanto a la comunicacion, cada procesador activo efectiia una comunicacion de 6 elementos al final de cada superpaso, por lo que
en cada uno de estos superpasos los procesadores activos reciben o comunican un maximo de 6 elementos. En consecuencia, el modelo de
comunicacion es el correspondiente a una 6-relacién. Como se realizan m — 1 superpasos el coste global de comunicacién es de 6(m — 1)g

flops.

En consecuencia, sumando los costes aritmético y de comunicacién tendremos que el coste de estos m — 1 superpasos es de

20(m — 1) +6(m —1)g + (m — 1)l flops. (4.29)

Coste del superpaso m + 2. Dividimos el coste aritmético en dos fases. La primera fase corresponde con la obtencion de la matriz
BJ[2i | —1] en el procesador P;, para i = 2™~1 2™~ 4+ 1 ... p—1, lo que supone 20 flops. La segunda fase consiste en el célculo de zg
en P, 1, a partir de la matriz B[2p — 2 | —1], lo que unicamente representa 1 divisién. El coste aritmético de este superpaso es, por lo
tanto, de 21 flops.

En cuanto al coste de comunicacion, el procesador P,_; envia al resto de procesadores la componente 2, por lo que el coste es de

(p — 1)g flops.
Sumando el coste aritmético y de comunicacién obtenemos el coste del superpaso, que es de

21+ (p—1)g+1 fops. (4.30)

Coste del superpaso m + 3. Inicialmente cada procesador P;, para i = 1,2,... ,p — 2 calcula las componentes z9; 1 v 29;, lo que
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supone un coste aritmético de 10 flops.

El resto del superpaso coincide exactamente con la iltima fase del superpaso 3 del algoritmo 4.2, por lo que su coste sera de 4k+(n—k)g

flops. En consecuencia, el coste del superpaso sera de

4k +10+ (n — k)g+1 flops. (4.31)

Sumando las expresiones (4.19), (4.28), (4.29), (4.30) y (4.31) obtenemos el coste total del algoritmo 4.3, que es de

18k +20m + 8 + (5n — 5k + 6m + 3p — 10)g + (m + 3)!  flops. (4.32)

Seguidamente procedemos de forma analoga calculando el coste computacionel del algoritmo 4.4.

Coste del superpaso 1. Al igual que sucedia con el algoritmo 4.3, este superpaso es analogo al superpaso 1 del algoritmo 4.2. Por

tanto, el coste del superpaso viene dado por la expresién (4.19).

Coste del superpaso 2. El coste aritmético de este superpaso es andlogo al coste aritmético del superpaso 2 del algoritmo 4.3,
es decir, 14k — 11 flops. En cuanto al coste de comunicaciéon, en primer lugar, el procesador P;, para ¢ = 1,2,... ,p — 1, comunica
al procesador P las matrices By;_1, Bo;. Los procesadores no extremos envian dos matrices, mientras que el procesador F,_; envia
la matriz Bs,_3. Por cada matriz que se envia deben comunicarse 3 elementos. Esto significa que el procesador Fy recibe un total de
6(p—2)+3 = 6p—9 elementos, por lo que el coste es de (6p—9)g flops. En segundo lugar, cada procesador impar comunica al procesador
par contiguo una matriz de tamano 3 x 3, de la forma (4.27). Esto representa nuevamente una 6-relacién, con un coste de 6g flops. En

consecuencia, el coste total de comunicacién de este superpaso es de

(6p —3)g flops. (4.33)
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Sumando los costes aritmético y de comunicacién obtenemos el coste total del superpaso 2, que es de

14k — 3+ (6p— 3)g +1 flops. (4.34)

Coste del superpasom — q + 2, paraqg=m—1,m—2,... ,2,1. Como vimos al calcular el coste del algoritmo 4.3, cada procesador
activo en el superpaso realiza un producto de dos matrices de la forma (4.27), lo que supone 20 flops. En cuanto a la comunicacion, cada
procesador que comunica datos al final de cada superpaso, inicamente comunica 6 elementos. El modelo de comunicacién que se sigue

en estos m — 1 superpasos es andlogo al del algoritmo 4.3, por lo que el coste de comunicacién es de 6(m — 1)g flops.

En consecuencia, el coste de estos m — 1 superpasos es de

20(m — 1) +6(m —1)g+ (m — 1)l flops. (4.35)

Coste del superpaso m + 2. Dividimos el coste aritmético en varias fases, de acuerdo con las tareas que se realizan. Obtener la
matriz B[2p — 2 | —1] requiere 20 flops, mientras que el célculo de zg, a partir de la matriz B[2p — 2 | —1] s6lamente requiere 1 division.
Para el calculo del resto de componentes de la solucién se utiliza la expresion (4.25). Debido a la forma de estas matrices, para obtener

la componente z;,; sélamente multiplicamos la primera fila de B; por z;, lo que representa un total de 5 flops por cada componente. En
total, se necesitan 5(2p — 3) = 10p — 15 flops. El coste aritmético de este superpaso es, por lo tanto, de 10p + 6 flops.

En cuanto al coste de comunicacién, el procesador Py envia un total de 2p — 3 elementos, por lo que el coste es de (2p — 3)g flops.

Sumando el coste aritmético y de comunicacién obtenemos el coste del superpaso, que es

10p+6+(2p—3)g+1 flops. (4.36)

Coste del superpaso m + 3. Las operaciones y comunicaciones que se realizan en este superpaso coinciden exactamente con las

operaciones y comunicaciones que se realizan en los ultimos dos puntos del superpaso 3 del algoritmo 4.2. El coste aritmético era de 4k
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flops, mientras que el coste de comunicacién era de (n — k)g flops, por lo que el coste de este superpaso serd de

4k + (n—k)g+1 flops. (4.37)

Sumando las expresiones (4.19), (4.34), (4.35), (4.36) y (4.37) y realizando las simplificaciones adecuadas obtenemos el coste total
del algoritmo 4.4, que es de

18k + 20m + 10p — 27 + (5n — 5k + 6m + 10p — 15) g + (m + 3){  flops. (4.38)

4.5 Algoritmo BSP divide y vencerds basado en el método de reduccion ciclica

Otro de los métodos de resolucién de sistemas tridiagonales que se ajusta perfectamente a las caracteristicas del sistema (4.10) es el
de reduccién ciclica. Véase la seccién 1.3.3 para una descripcion mas detallada del mismo. Podemos implementar un nuevo algoritmo

BSP del tipo divide y vencerds utilizando las caracteristicas del método de reduccion ciclica para resolver en paralelo el sistema (4.10).

4.5.1 Descripcion del método

Recordemos que la forma general de la matriz de coeficientes del sistema (4.10) viene dada por la expresién (4.17), siendo ésta
de tamano (2p — 2) x (2p — 2). Ademas, los elementos de esta matriz y las componentes del vector de términos independientes h
estdn distribuidos de manera que el procesador principal tiene los coeficientes de la primera ecuacion, el segundo procesador tiene los
coeficientes de las dos siguientes ecuaciones, el tercer procesador los coeficientes de las dos siguientes y asi sucesivamente hasta que el
ultimo procesador tiene las componentes de la iltima ecuacion. Esta particular situacion de los elementos en los procesadores determina la

implementacién del método, basada en la resolucién del sistema (4.10) en paralelo mediante el método de la reduccion ciclica, siguiendo
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los pasos que se describen con detalle en la seccién 1.3.3. La forma del sistema (4.10) asi como las operaciones elementales que se
desarrollan sobre los coeficientes de esas ecuaciones y sus resultados se muestran mediante las expresiones (1.24), (1.27) y (1.28). Senalar
que, de acuerdo con las expresiones (1.28), se requieren un total de 12 flops para realizar una reduccion ciclica con cada conjunto de tres

ecuaciones, descritas por la expresién (1.25).

Analizando con detalle el método expuesto en dicha seccién, notamos que no es necesario resolver ningun sistema de ecuaciones,
sino Unicamente realizar operaciones elementales sobre los coeficientes de los sistemas que se forman. En consecuencia establecemos la
siguiente notacién. Denotamos por E|[z,2i — 2 : 2i : 1] = hy;_; a una ecuacién con unos ciertos coeficientes en las variables z9; o, 29; 1
y z9; v término independiente ho;_;. Asi, escribimos la variable, el subindice de la primera variable de la ecuacion, el subindice de la

ultima variable de la ecuacion y el salto de los subindices.

Utilizando esta notacion, podemos generalizar la situacién particular de los coeficientes de las ecuaciones del sistema (4.10) diciendo

que el procesador P;, parai=1,2,... ,p — 2, tiene los coeficientes de las ecuaciones
E[Z, 20— 2:21: 1] = hgj_l (439)
Elz,20 —1:2i+1:1] = hy, (4.40)

mientras que el procesador F, tiene los coeficientes de la ecuacion
Elz,0:1:1] = hy (4.41)
y el procesador P,_; los coeficientes de la ecuacién

Elz,2p—4:2p—3:1] = hgp_3. (4.42)

Esta distribucion de los coeficientes de las ecuaciones en los distintos procesadores obliga a realizar un paso inicial de comunicacion,

ya que para poder aplicar el método de reduccion ciclica son necesarias ternas consecutivas de ecuaciones a las que se aplica la reduccion.
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En nuestro caso, inicialmente sélo disponemos de los coeficientes de dos ecuaciones por cada procesador como maximo, lo que obliga
a realizar un paso de comunicacion en el que cada procesador P;, para ¢ = 1,2,... ,p — 2, comunica al procesador P, la ecuacion
(4.40), mientras que el procesador Py comunica al procesador P; la ecuacién (4.41). Con esta comunicacién conseguimos que todos los
procesadores, salvo el principal y el ultimo, dispongan de los elementos necesarios para poder comenzar a aplicar la fase inicial de la
reduccion ciclica dada por las expresiones (1.27) y (1.28). El procesador principal no va a realizar operaciones para obtener la variable
central. El ultimo procesador unicamente tiene dos ecuaciones adyacentes, lo que significa que sélamente realiza la primera operacién

elemental de la reduccion.

Podemos dividir la implementacion del método en dos fases claramente diferenciadas: en la primera se obtiene, mediante repetidas
reducciones ciclicas, la componente central de la soluciéon, es decir zom-1, mediante un proceso de tipo fan-in. En la segunda fase se

obtienen las restantes componentes de la solucion a partir de zom-1, siguiendo un proceso del tipo fan-in.

La figura 4.4 nos muestra un ejemplo del método descrito anteriormente para el caso p = 8. Para este ejemplo son necesarios ocho
superpasos para ejecutar el algoritmo. En general, si trabajamos con p = 2™ procesadores, necesitaremos efectuar un total de 2(m + 1)

superpasos.

Notemos que cada procesador necesita calcular ciertas componentes de la solucién del sistema dado por (1.24) para posteriormente
obtener la solucion del sistema inicial. Mas concretamente, el procesador P, para ¢ = 1,2,... ,p — 2, necesita calcular las componentes
Z9i_1Y %9i, mientras que el procesador Fy calcula la componente 2 y el procesador P,_; calcula la componente 25, 3. Después del calculo de
la variable intermedia zom-1, mediante la expresion (1.19), esta variable debe ser enviada desde el procesador Pym-1 a ciertos procesadores
para calcular nuevas componentes de la solucién. En la figura 4.4 aparecen unicamente las comunicaciones que son imprescindibles para

el calculo de las componentes en superpasos posteriores.

Resumiendo las cacacteristicas expuestas a lo largo de esta seccion se puede implementar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.5 Algoritmo BSP divide y vencerés utilizando el método de la reduccién ciclica.
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B | L~ ] L2 | L2s | L2 | L2 | 2 | L2 ]
IEZ‘O-I 4 Elz,0:2:1] Elz,2:4:1] Elz,4:6:1] Elz,6:8:1] E[z,8:10:1] E[z,10 : 12 : 1 E[z,12:13:1
[Elz,1:3:1]]| [Elz3:5:11]| [Eles5:7:11]| [El,7:9:11]| [Elz,9:11:1]]| [Elz11:13:1]
barrpra de sincronizgcion
E[z,0:1:1] Elz,1:3:1] E[z,3:5:1] Elz,5:7:1] Elz,7:9:1] E[z,9:11:1] E[z,11:13:1]
E[z,0: 1] Elz,2: 1] Elz,4:6:1] E[z,6:8:1] E[z,8:10: 1] E[z,10 : 12 : 1] Elz,12:13 :1]
Elz,1:3:1] E[z,3:5:1] Elz,5:7:1] Elz,7:9:1] E[z,9:11:1] E[z,11:13:1]
|E[z,1:3:2]| |E[z,1:5:2]| |E[z,3:7:2]| |E[z,5:9:2]| |E[2,7:11 2]| |E[2,9:13:2]| |E[z,11:13:2|
harrera.de sincronizgcion.
Elz,1:3:2] E[z,3:7:2] Elz,7:11: 2]
Elz,1:5:2] E[z,5:9:2] E[z,9:13: 2]
E[z,3:7:2] Elz,7:11: 2] E[z,11:13:2]

E[z,3:11:4]

{

harrera.de s

NCronlzaclon.

Ez,3:7:4]
E[z,3:11:4]
Elz,7:11: 4]

t = t
L
harrera_de sincronizacion.
23 z11
L I L

harrera_de sincronizacion.

— — z5 — — z13
harrera_de sincromzacion.

z1 z2 z4 26 z8 z10 z12 z13

Figura 4.4: Esquema de ejecucién del algoritmo (4.5), para 8 procesadores.
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Superpaso 1

El procesador P, envia al procesador P;, parat=1,2,... ,p— 1, los bloques A;, d; y los elementos b;;. y Cir11.

Superpaso 2

1 Calculo. El procesador P;, parai =0,1,...,p — 1, resuelve los sistemas (4.15) que le corresponden, utilizando la factorizacién LU
de la matriz de coeficientes.

2 Comunicacién. El procesador P;, para i = 1,2,...,p — 2, comunica al procesador P;;; los coeficientes de la ecuacién (4.40),

mientras que el procesador Py comunica al procesador P; los coeficientes de la ecuacién (4.41).

Superpasom —q+ 2, parag=m—1,m—2,...,2,1

1 Calculo. El procesador Py, siendo 6 = 2™~ 9+ parai=1,2,...,29"" — 1, calcula los coeficientes de la ecuacién
E[26 —1—279:25 — 14279 2" 4] = 70 (4.43)
2 Comunicacién. El procesador Pym-q;, para ¢ = 1,2,...,29 — 1, recibe de los procesadores Pom-q;19m—q—1 los coeficientes de la

ecuacién reducida (4.43).
Superpaso m + 2

1 Célculo. El procesador P, siendo § = 2™~ ! calcula la componente zy5_; de la solucién.

2 Comunicacién. El procesador Pym—1 comunica al procesador Psyj, para j =1,2,... ,2™ 2 su componente 225 1.
Superpaso m + [, paral =3,4,... ,m+1

1 Calculo. El procesador Pj, siendo § = 2™~ + 272+ .+ 27=(=1) calcula la componente zo5_; de la solucién.
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2 Comunicacién. El procesador Ps comunica al procesador Ps.;, para j = 1,2,... 2™~ su componente 235 1.

Superpaso 2m + 2

1 El procesador P;, parat=0,1,... ,p— 1, calcula su componente zy;.
2 El procesador P;, parai=0,1,... ,p—1,

2.1 calcula t; y x; mediante las expresiones (4.11) y (4.12), respectivamente,

2.2 envia las soluciones x; al procesador principal.

4.5.2 Coste computacional

Calculamos el coste del algoritmo 4.5 de forma analoga a como se ha realizado en las secciones anteriores, sumando los costes de los
superpasos individuales.

Coste del superpaso 1. El superpaso 1 es andlogo al superpaso 1 del del algoritmo 4.2, por lo que el coste viene dado por la
expresion (4.19).

Coste del superpaso 2. En cuanto al coste aritmético, hay que tener en cuenta que la factorizacion LU y la resolucién de los
sistemas (4.15) requieren un total de 14k — 11 flops, como ya vimos en el algoritmo 4.2. Después de resolver estos sistemas, cada

procesador tiene los coeficientes de las ecuaciones (4.39), (4.40), (4.41) y (4.42), por lo que no realiza operaciones aritméticas.

En cuanto a la comunicacién, cada procesador P;, para:=0,1,... ,p— 2, debe enviar tres coeficientes al procesador siguiente, lo que
representa una 3-relacién con un coste total de 3¢g flops.
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El coste total del superpaso 2 es, por tanto, de

14k —1143g+1 flops. (4.44)

Coste del superpasom — q + 2, parag=m—1,m—2,...,2,1. Como podemos apreciar en la figura 4.4, estos m — 1 superpasos
presentan la misma estructura, ya que en todos hay una fase de computacién, en la que se realiza una reduccion ciclica y una segunda
fase de comunicacion. Las operaciones aritméticas que realizan los procesadores que estan activos son unicamente las que suponen una
reduccion ciclica a un conjunto de tres ecuaciones, es decir, 12 flops (véanse las expresiones (1.27) y (1.28) de la seccién 1.3). Por

consiguiente, el coste aritmético de este conjunto de superpasos es de 12(m — 1)g flops.

En cuanto a la comunicacion, observamos que en cada superpaso sélamente la mitad de los procesadores activos comunican los
coeficientes de la ecuacion reducida obtenida en la reduccion ciclica. Ademas, cada procesador que comunica lo hace a los dos procesadores
contiguos a él que han estado activos en la fase de calculos aritméticos. Debemos notar que en el superpaso anterior unicamente
se comunicaban tres coeficientes porque uno de ellos era la unidad, debido a las caracteristicas del método. Sin embargo, cuando
efectuamos una reduccion ciclica sobre el primer conjunto de ecuaciones ya desaparece esa estructura particular, por lo que cuando se

comunican las ecuaciones reducidas, deben comunicarse un total de 4 elementos.

En la figura 4.4, observamos que los procesadores pares activos reciben coeficientes de dos ecuaciones de sus procesadores vecinos
activos, por lo que recibe cada uno de ellos un total de 8 unidades de datos como maximo. Esta comunicacion es una 8-relacién. Notemos
que para el computo del coste de este patron de comunicaciéon no resulta determinante el nimero de procesadores que se encuentran
activos en cada superpaso. En consecuencia, podemos afirmar que en cada superpaso el modelo de comunicacion que se sigue es el de
una 8-relacién, por lo que el coste de comunicacién de estos m — 1 superpasos es de 8(m — 1)g flops. Sumando los costes aritmético y de

comunicacion de estos m — 1 superpasos se obtiene un coste computacional total de

12(m—1)+8(m —1)g+ (m —1)l flops. (4.45)

Coste del superpaso m + 2. En el superpaso m + 2 se realiza una reduccién ciclica antes de proceder al célculo de la componente
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central de la solucién zom-1 por medio de la expresion (1.19). Esto supone 13 flops, 12 flops correspondientes a la reduccién ciclica y 1

flop correspondiente al calculo de la componente de la solucién.

Estudiamos ahora el coste de comunicacién. Si observamos de nuevo el ejemplo de la figura 4.4, vemos que el coste de comunicacion
viene dado por el envio de la componente x; desde el procesador P, a los procesadores P;, para ¢ = 2,3,5,6. Esto supone un coste de 4g

2m—1

flops. En general, el coste de comunicacion serd de g flops o, lo que es lo mismo, £g.

El coste total del superpaso es de

134 gg + 1 flops,
Coste del superpaso m + [, para | = 3,4,... ,m + 1. Las operaciones aritméticas que realizan los procesadores activos consisten

en el calculo de una componente de la solucién, utilizando la expresién (1.20).

En cuanto a la comunicacion, en todos los superpasos se sigue el mismo esquema: ciertos procesadores activos envian una componente
de la solucion a otros procesadores. Notemos que en ninguin caso se produce un broasdcast de elementos de un procesador a todos. Aunque
de un superpaso al siguiente aumenta al doble el niimero de procesadores activos que comunican la componente de la solucion calculada,

este hecho no modifica el calculo del coste de comunicacién.

En el superpaso 6 de la figura 4.4 los dos procesadores activos, P, v Py, calculan una componente de la solucién y la comunican a sus
dos procesadores contiguos. Por tanto, el nimero maximo de elementos enviados o recibidos por un procesador es 2, por lo que el coste

de este superpaso sera de

5+2g+1 flops.

Siguiendo un razonamiento analogo, podriamos calcular el coste individual de los m superpasos que debemos realizar antes de calcular
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la solucion final. La suma de los costes de comunicacién de estos m superpasos es de

(27"/_2 4420+ 20) g fops,

que, efectuando las oportunas simplificaciones, es de
p
- — 1) flops.
(2 9 P

En consecuencia, el coste total de estos superpasos es de

5(m — 1) + (g ~1) g+ (m— 1)l flops. (4.46)
Coste del superpaso 2m + 2. En este superpaso, inicialmente cada procesador P;, para i = 0,1,... ,p — 1, debe calcular la

componente zo; de la solucién parcial. Esto supone 5 flops. Después, cada procesador puede calcular las componentes de la solucion final

que le corresponden y enviarlas al procesador principal. Esta tltima parte del superpaso coincide exactamente con la tltima fase del
superpaso 3 del algoritmo 4.2, por lo que el coste total sera de

4k +5+ (n—k)g+1 flops. (4.47)

Sumando las expresiones (4.19), (4.44), (4.45), (4.46) y (4.47) y realizando las simplificaciones adecuadas obtenemos el coste total
del algoritmo 4.5, que es de

18k +17m — 10 + (5n — 5k + 3p + 8m — 12)g + (2m + 2)]  flops. (4.48)

4.6 Resultados tedéricos y comparaciones

En esta seccion se presentan los tiempos tedricos de ejecucion de los algoritmos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 sobre las tres méquinas cuya
descripcion se realizo en el capitulo 1. Los parametros son los que aparecen en la tabla 2.1.
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IBM SP2 switch
p
2 4 8

n Alg. 4.2  Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 45 | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 45 | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5
512 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0008 0.0010 0.0010 0.0012 0.0010 0.0016 0.0016 0.0020
1024 0.0009 0.0010 0.0010 0.0010 0.0011 0.0014 0.0014 0.0015 0.0014 0.0020 0.0020 0.0024
2048 0.0016 0.0016 0.0016 0.0016 0.0017 0.0020 0.0020 0.0021 0.0021 0.0027 0.0027 0.0031
4096 0.0029 0.0030 0.0030 0.0030 0.0030 0.0033 0.0033 0.0034 0.0034 0.0040 0.0040 0.0044
8192 0.0055 0.0056 0.0056 0.0056 0.0056 0.0059 0.0059 0.0060 0.0062 0.0068 0.0068 0.0072
16384 0.0109 0.0109 0.0109 0.0109 0.0108 0.0111 0.0111 0.0112 0.0116 0.0122 0.0122 0.0126
32768 0.0215 0.0216 0.0216 0.0216 0.0212 0.0215 0.0215 0.0216 0.0226 0.0232 0.0232 0.0236
65536 0.0428 0.0428 0.0428 0.0428 0.0420 0.0423 0.0423 0.0424 0.0444 0.0450 0.0450 0.0454
131072 0.0853 0.0854 0.0854 0.0854 0.0836 0.0839 0.0839 0.0840 0.0881 0.0887 0.0887 0.0891
262144 0.1704 0.1704 0.1704 0.1704 0.1668 0.1671 0.1671 0.1672 0.1756 0.1762 0.1762 0.1766
524288 0.3405 0.3406 0.3406 0.3406 0.3332 0.3334 0.3334 0.3336 0.3504 0.3510 0.3510 0.3514
1048576 0.6808 0.6809 0.6809 0.6809 0.6659 0.6661 0.6662 0.6663 0.7002 0.7008 0.7008 0.7012
2097152 1.3614 1.3614 1.3614 1.3614 1.3313 1.3316 1.3316 1.3317 1.3996 1.4002 1.4002 1.4006
4194304 2.7225 2.7225 2.7225 2.7225 2.6622 2.6625 2.6626 2.6626 2.7986 2.7992 2.7992 2.7996

Tabla 4.1: Tiempos tedricos para los algoritmos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 en un IBM SP2 con switch.

4.6.1 Tiempos en un IBM SP2

La tabla 4.1 resume los tiempos de los algoritmos estudiados en este capitulo para un IBM SP2 con switch.

Observando detenidamente la tabla 4.1 destacamos varios aspectos notables de los cuatro algoritmos estudiados. En primer lugar y,

quizas como hecho més destacable, no se aprecian diferencias significativas en el tiempo de ejecucién de los cuatro algoritmos. Resulta

notable que, independientemente del niimero de procesadores que se utilicen, las diferencias en cuanto a tiempos son factores del orden
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de 10~*, aunque para dos procesadores las diferencias son nulas para muchos valores de n. Estas pequenas diferencias de tiempo son en
todos los casos a favor del algoritmo 4.2, por lo que si hay que buscar un 6ptimo en esta maquina habria que decir que el algoritmo méas

rapido es el algoritmo 4.2.

También se observa al pasar de p = 2 a p = 4 que los tiempos de ejecucién de los cuatro algoritmos disminuye ligeramente a partir
de n = 32768, aunque para el algoritmo 4.2 esta disminucién de tiempo se produce ya para n = 16384. Sin embargo, al pasar de p =4 a

p = 8, los tiempos aumentan de forma generalizada en todos los casos.
La tabla 4.2 recoge los tiempos comparados de los algoritmos estudiados en este capitulo para un IBM SP2 con ethernet.

Analizando detenidamente la tabla 4.2 destacamos un comportamiento de los algoritmos estudiados muy similar al comportamiento
que presentaron en el caso anterior con switch. Las caracteristicas generales son similares: las diferencias entre los tiempos son muy

ligeras, del orden nuevamente de 10~%, aunque de nuevo vuelven a ser en favor del algoritmo 4.2, que resulta el mas rapido de los cuatro.

El hecho quizas mas destacable en esta maquina es el considerable incremento en los tiempos al aumentar el nimero de procesadores.
En una méquina de este tipo con unas comunicaciones bastante costosas los algoritmos no presentan un buen comportamiento desde
el punto de vista de su paralelizacion. Practicamente los tiempos quedan multiplicados en un factor de 4 cada vez que duplicamos el

nimero de procesadores.

4.6.2 Tiempos en un CRAY T3D

Las tablas 4.3 y 4.4 muestra los resultados teéricos esperados en un CRAY T3D, una maquina altamente paralela que dispone de

hasta 256 procesadores y cuyos valores de los parametros aparecen en la tabla 2.1.

Observando la tabla 4.3 destacamos varios aspectos generales. En primer lugar, cabe senalar como caracteristica general que no se
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IBM SP2 ethernet

p

2 4
n Alg. 4.2  Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5 | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5
512 0.0069 0.0076 0.0076 0.0076 0.0200 0.0227 0.0229 0.0242 0.0736 0.0797 0.0787 0.0844
1024 0.0116 0.0123 0.0123 0.0123 0.0344 0.0371 0.0373 0.0386 0.1272 0.1334 0.1324 0.1381
2048 0.0209 0.0216 0.0216 0.0216 0.0632 0.0660 0.0661 0.0674 0.2347 0.2408 0.2399 0.2455
4096 0.0395 0.0402 0.0403 0.0403 0.1209 0.1237 0.1238 0.1251 0.4496 0.4558 0.4548 0.4605
8192 0.0768 0.0775 0.0775 0.0775 0.2363 0.2390 0.2392 0.2405 0.8795 0.8857 0.8848 0.8905
16384 0.1514 0.1521 0.1521 0.1521 0.4671 0.4698 0.4699 0.4713 1.7394 1.7456 1.7447 1.7504
32768 0.3005 0.3012 0.3012 0.3012 0.9286 0.9313 0.9314 0.9328 3.4592 3.4654 3.4645 3.4702
65536 0.5987 0.5994 0.5994 0.5994 1.8516 1.8543 1.8545 1.8558 6.8989 6.9050 6.9041 6.9098
131072 1.1951 1.1958 1.1958 1.1958 3.6976 3.7004 3.7005 3.7018 13.7781 13.7843 13.7833 13.7890
262144 2.3880 2.3887 2.3887 2.3887 7.3897 7.3924 7.3926 7.3939 27.5366 27.5427 27.5418 27.5475
524288 4.7738 4.7745 4.7745 4.7745 14.7738 14.7766 14.7767 14.7780 55.0535 55.0597 55.0587 55.0644
1048576 9.5453 9.5460 9.5460 9.5460 29.5421 29.5449 29.5450 29.5463 | 110.0873  110.0935 110.0926  110.0983
2097152 [ 19.0883  19.0891  19.0891 19.0891 59.0787 59.0814 59.0816 59.0829 | 220.1550  220.1612  220.1603  220.1660
4194304 | 38.1744  38.1752  38.1752  38.1752 [ 118.1518 118.1546 118.1547 118.1560 | 440.2905 440.2967  440.2957  440.3014

Tabla 4.2: Tiempos tedéricos para los algoritmos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 en un IBM SP2 con ethernet.
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CRAY T3D
n=2048 n=4096 n=8192
Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5 Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5
0.0017 0.0018 0.0018 0.0018 0.0034 0.0034 0.0034 0.0034 0.0068 0.0068 0.0068 0.0068
0.0011 0.0011 0.0011 0.0011 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021 0.0040 0.0041 0.0041 0.0041
0.0008 0.0009 0.0009 0.0009 0.0015 0.0015 0.0015 0.0016 0.0029 0.0029 0.0029 0.0029
16 | 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 16 | 0.0014 0.0014 0.0014 0.0014 16 | 0.0025 0.0025 0.0025 0.0025
32 | 0.0012 0.0011 0.0009 0.0010 32 | 0.0017 0.0016 0.0015 0.0015 32 | 0.0028 0.0027 0.0026 0.0026
64 | 0.0028 0.0016 0.0011 0.0011 64 | 0.0028 0.0019 0.0015 0.0015 64 | 0.0036 0.0028 0.0024 0.0024
128 | 0.0113 0.0038 0.0016 0.0016 128 | 0.0090 0.0036 0.0021 0.0021 128 | 0.0086 0.0042 0.0030 0.0030
256 | 0.0581 0.0114 0.0026 0.0024 256 | 0.0403 0.0088 0.0030 0.0028 256 | 0.0322 0.0083 0.0039 0.0038

o AN
[ BTN VN S
o AN

n=16384 n=32768 n=65536
Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5 Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5
0.0135 0.0136 0.0135 0.0135 0.0270 0.0270 0.0270 0.0270 0.0540 0.0540 0.0540 0.0540
0.0080 0.0080 0.0080 0.0081 0.0159 0.0160 0.0160 0.0160 0.0318 0.0318 0.0318 0.0319
0.0056 0.0056 0.0056 0.0057 0.0111 0.0111 0.0111 0.0111 0.0220 0.0220 0.0220 0.0220
16 | 0.0047 0.0047 0.0047 0.0047 16 | 0.0091 0.0091 0.0091 0.0092 16 | 0.0180 0.0180 0.0180 0.0180
32 | 0.0050 0.0049 0.0048 0.0048 32 | 0.0094 0.0093 0.0092 0.0092 32| 0.0182 0.0181 0.0180 0.0180
64 | 0.0053 0.0046 0.0043 0.0043 64 | 0.0090 0.0083 0.0081 0.0081 64 | 0.0165 0.0158 0.0155 0.0155
128 | 0.0099 0.0060 0.0050 0.0050 128 | 0.0135 0.0099 0.0089 0.0089 128 | 0.0211 0.0177 0.0167 0.0167
256 [ 0.0297 0.0096 0.0060 0.0059 256 | 0.0316 0.0134 0.0101 0.0100 256 | 0.0388 0.0215 0.0185 0.0184

NN RS
[ BN VN S
NN RS

Tabla 4.3: Tiempos tedricos para los algoritmos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 en un CRAY T3D desde n = 2048 hasta n = 65536.
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CRAY T3D
n=131072 n=262144 n=>524288
p | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 p | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 p | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5
2| 0.1079 0.1079 0.1079 0.1079 2| 0.2158 0.2158 0.2158 0.2158 2| 0.4315 0.4315 0.4315 0.4315
4| 0.0636 0.0636 0.0636 0.0636 41 0.1271 0.1271 0.1271 0.1271 41 0.2524 0.2541 0.2541 0.2541
8 | 0.0438 0.0439 0.0439 0.0439 8 | 0.0029 0.0029 0.0029 0.0029 8 | 0.1749 0.1749 0.1749 0.1750
16 | 0.0356 0.0356 0.0356 0.0357 16 | 0.0709 0.0710 0.0710 0.0710 16 | 0.1416 0.1416 0.1416 0.1416
32 | 0.0358 0.0357 0.0356 0.0357 32| 0.0710 0.0709 0.0709 0.0709 32| 0.1415 0.1414 0.1414 0.1414
64 | 0.0314 0.0308 0.0305 0.0305 64 | 0.0614 0.0607 0.0605 0.0605 64 | 0.1213 0.1206 0.1204 0.1204
128 | 0.0367 0.0333 0.0324 0.0324 128 | 0.0680 0.0646 0.0637 0.0637 128 | 0.1307 0.1273 0.1264 0.1264
256 | 0.0549 0.0381 0.0352 0.0351 256 | 0.0881 0.0715 0.0686 0.0685 256 | 0.1547 0.1383 0.1354 0.1353
n=1048576 n=2097152 n=4194304
p | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 p | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5 p | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 4.4 Alg. 4.5
2| 0.8629 0.8630 0.8630 0.8630 2| 1.7258 1.7258 1.7258 1.7258 2| 3.4516 3.4516 3.4516 3.4516
4| 0.5080 0.5080 0.5080 0.5080 4| 1.0159 1.0159 1.0159 1.0159 4| 2.0317 2.0317 2.0317 2.0317
8 | 0.3497 0.3497 0.3497 0.3497 8| 0.6992 0.6992 0.6992 0.6992 8| 1.3982 1.3983 1.3983 1.3983
16 | 0.2829 0.2829 0.2829 0.2830 16 | 0.5655 0.5656 0.5656 0.5656 16 | 1.1308 1.1308 1.1308 1.1308
32 | 0.2825 0.2824 0.2823 0.2824 32 | 0.5644 0.5643 0.5643 0.5643 32 | 1.1283 1.1282 1.1282 1.1282
64 | 0.2411 0.2404 0.2402 0.2402 64 | 0.4807 0.4800 0.4798 0.4798 64 | 0.9599 0.9593 0.9590 0.9590
128 | 0.2560 0.2527 0.2518 0.2518 128 | 0.5067 0.5034 0.5025 0.5025 128 | 1.0081 1.0044 1.0039 1.0039
256 | 0.2883 0.2719 0.2690 0.2689 256 | 0.5555 0.5392 0.5363 0.5362 256 [ 1.0900 1.0737 1.0708 1.0707

Tabla 4.4: Tiempos tedéricos para los algoritimos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 en un CRAY T3D desde n = 131072 hasta n = 4194304.
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aprecian grandes diferencias en los tiempos de ejecucién de los cuatro algoritmos, salvo en algunos casos concretos que ahora estudiamos.
Las tablas nos muestran que para un nimero de procesadores comprendido entre 2 y 16 no existen diferencias apreciables en los tiempos
de ejecucién, independientemente del valor de n. Cuando el niimero de procesadores aumenta hasta 32 comienzan a detectarse pequenas
diferencias de tiempo para valores pequenos de n, mas concretamente hasta n = 4096. En este caso, el algoritmo mas costoso es el
algoritmo 4.2, mientras que los mejores tiempos se obtienen para los algoritmos 4.4 y 4.5, contrariamente a lo que ocurria en el IBM

SP2, en el que los mejores tiempos se obtenian para el algoritmo 4.2. Para n > 4096, los tiempos vuelven a ser practicamente idénticos.

Cuando el nimero de procesadores aumenta hasta 64, 128 y 256, se observa un comportamiento totalmente andlogo al descrito para
32 procesadores; las diferencias de tiempo para valores pequenos de n va aumentando progresivamente y el valor de n para el que se
detectan diferencias de tiempo crece cada vez mas. Asi, por ejemplo, si para p = 32 y n = 16384 la diferencia entre los tiempos del
algoritmo 4.2 y del algoritmo 4.5 es de 2 - 107, esta diferencia aumenta hasta 238 - 107* para p = 256 y el mismo valor de n. Las
diferencias de tiempos son mayores cuanto mas pequeno es n. También se observa que al aumentar el valor de n, las diferencias entre los
cuatro algoritmos se va reduciendo. Por ejemplo, si para p = 256 y n = 16384 ya hemos visto que la diferencia entre los algoritmos 4.2
y 4.5 era de 238 - 1074, la diferencia cuando n = 4194304 es de 193 - 10~

Observamos que, a diferencia de lo que ocurria en el IBM SP2, siempre que existen diferencias en los tiempos, éstas son en favor del
algoritmo 4.5, por lo que podemos decir que en una maquina paralela del tipo CRAY T3D el algoritmo 6ptimo es el 4.5. Recordemos
que el algoritmo 4.5 utilizaba el método de reduccion ciclica para resolver un sistema tridiagonal auxiliar, a partir del cual se obtenfa la

solucion general.

Otro aspecto que diferencia el comportamiento de estos algoritmos en esta maquina respecto del comportamiento en el IBM SP2 es la
reduccion en los tiempos al aumentar el nimero de procesadores. En una maquina altamente paralela como es el CRAY T3D en el que las
comunicaciones no son muy costosas, se advierte que al aumentar el ntimero de procesadores de 2 a 4 y de 4 a 8 se produce una reduccién
en los tiempos generalizada para cualquier valor de n. A partir de 16 procesadores también se produce un descenso en los tiempos pero
ya no de forma generalizada para todos los tamanos. Se observa que a medida que el valor de n es mayor, el nimero de procesadores

para el que se produce una reduccién de tiempos al duplicar los procesadores es mas alto. Asi, por ejemplo, para n = 1048576 cuando
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CRAY T3D
n | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5
2048 8 16 16 16
4096 16 16 16 16
8192 16 16 64 64
16384 16 64 64 64
32768 64 64 64 64
65536 64 64 64 64
131072 64 64 64 64
262144 64 64 64 64
524288 64 64 64 64
1048576 64 64 64 64
2097152 64 64 64 64
4194304 64 64 64 64

Tabla 4.5: Niimero dptimo de procesadores en un CRY T3D para valores de n comprendidos entre n = 2048 y n = 4194304.

el nimero de procesadores es de 64 los tiempos para el algoritmo 4.5, que es el mas rapido, es de 0.2402 mientras que si aumentamos el

nimero de procesadores a 128, el tiempo de ejecucién del mismo algoritmo es de 0.2518, lo que representa un ligero incremento. Por lo

tanto, para este tamano de matriz, los mejores resultados de tiempo se obtienen trabajando con 64 procesadores.

En consecuencia, no podemos afirmar de forma rotunda que existe un nimero éptimo de procesadores para la ejecucion de estos

algoritmos; como se desprende de las tablas 4.3 y 4.4 el nimero de procesadores 6ptimo depende del valor de n. La tabla 4.5 recoge el

nimero 6ptimo de procesadores para los distintos valores de n cuando se ejecutan los diferentes algoritmos.

Como se desprende de la tabla 4.5, salvo para algunos casos concretos, se puede decir que el niimero 6ptimo de procesadores que

se deben utilizar para resolver un sistema tridiagonal utilizando estos algoritmos es de 64, lo que no debe sorprendernos si observamos
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los valores de los parametros para esta maquina que se muestran en la tabla 2.1. De esta tabla se desprende que para p = 64 las
comunicaciones y las barreras de sincronizacién tienen un coste menor (en flops) que cuando p = 32. Como conclusién podemos afirmar

que con p = 64 se consiguen los mejores tiempos en todos los algoritmos siempre que n > 16384.

4.6.3 Tiempos en un Cluster de Pentiums

La tabla 4.6 nos muestra los resultados tedricos esperados en un cluster de Pentiums, para 2, 4 y 8 procesadores.

A la vista de los resultados que presentan la tabla 4.6, podemos extraer unas conclusiones muy similares a las que se dedujeron
para el IBM SP2. Las diferencias en los tiempos de ejecucién de los cuatro algoritmos son muy similares (diferencias del orden de
10’4), especialmente para 2 procesadores, con resultados practicamente idénticos. Las escasas diferencias que se producen para 4 y 8
procesadores siempre son en favor del algoritmo 4.2, que resulta el mas rapido de los cuatro. Por otra parte, coincidiendo también con

el comportamiento observado en el IBM SP2, los tiempos aumentan al duplicar el niimero de procesadores.

4.6.4 Estudio del speedup

En esta seccion se realiza un estudio del speedup para los algoritmos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 implementados a lo largo de este capitulo.
Dado que los tiempos tedricos obtenidos para estos algoritmos son muy similares en las tres maquinas, los valores del speedup y de la
eficiencia van a ser practicamente idénticos. Por esta razén en las tablas sélamente se reflejan los valores para el algoritmo 4.2, puesto

que para el resto de algoritmos se repiten los valores en la mayoria de los casos.

La tabla 4.7 nos muestra el speedup y la eficiencia del algoritmo 4.2 en las maquinas IBM SP2, CRAY T3D y un cluster de Pentiums,
para una matriz de gran tamano, n = 2097152. La eficiencia la medimos en porcentaje. Dicha tabla corrobora los aspectos mas

destacables que ya se han comentado para estos algoritmos; su comportamiento paralelo no es bueno, salvo para el caso del CRAY T3D,
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Cluster de Pentiums
p
2 4 8

n Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5 | Alg. 4.2 Alg. 43 Alg. 44 Alg. 4.5 | Alg. 4.2 Alg. 4.3 Alg. 44 Alg. 4.5
512 0.0005 0.0005 0.0005 0.0005 0.0008 0.0011 0.0011 0.0012 0.0013 0.0019 0.0019 0.0023
1024 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0012 0.0014 0.0014 0.0016 0.0017 0.0023 0.0023 0.0027
2048 0.0013 0.0014 0.0014 0.0014 0.0019 0.0022 0.0022 0.0023 0.0025 0.0031 0.0031 0.0035
4096 0.0025 0.0025 0.0025 0.0025 0.0034 0.0036 0.0036 0.0038 0.0041 0.0047 0.0047 0.0051
8192 0.0047 0.0048 0.0048 0.0048 0.0063 0.0066 0.0066 0.0067 0.0073 0.0079 0.0079 0.0083
16384 0.0093 0.0094 0.0094 0.0094 0.0121 0.0125 0.0125 0.0126 0.0137 0.0143 0.0143 0.0147
32768 0.0184 0.0185 0.0185 0.0185 0.0240 0.0243 0.0243 0.0244 0.0266 0.0272 0.0271 0.0276
65536 0.0366 0.0367 0.0367 0.0367 0.0476 0.0479 0.0479 0.0480 0.0522 0.0528 0.0528 0.0532
131072 0.0730 0.0731 0.0731 0.0731 0.0948 0.0951 0.0951 0.0952 0.1036 0.1042 0.1042 0.1046
262144 0.1458 0.1459 0.1459 0.1459 0.1892 0.1895 0.1895 0.1896 0.2063 0.2069 0.2069 0.2073
524288 0.2914 0.2915 0.2915 0.2915 0.3780 0.3783 0.3783 0.3784 0.4118 0.4124 0.4124 0.4128
1048576 0.5826 0.5826 0.5826 0.5826 0.7556 0.7558 0.7558 0.7560 0.8227 0.8233 0.8233 0.8237
2097152 1.1650 1.1650 1.1650 1.1650 1.5107 1.5110 1.5110 1.5111 1.6445 1.6451 1.6451 1.6455
4194304 2.3297 2.3298 2.3298 2.3298 3.0210 3.0213 3.0213 3.0214 3.2881 3.2887 3.2887 3.2891

Tabla 4.6: Tiempos tedricos para los algoritmos 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 en un cluster de Pentiumns.
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una maquina paralela con procesos de comunicaciéon muy rapidos. En esta méquina se alcanzan valores maximos del speedup de 5.10,
aunque con una eficiencia del 10%. El valor méximo de la eficiencia en esta méaquina se alcanza para dos procesadores, siendo del 71%.
En las otras méaquinas los valores del speedup y de la eficiencia son muy discretos, salvo para el IBM SP2 con switch, donde los valores
son mucho mejores que en las otras maquinas pero quedan muy por debajo de los que se alcanzan en el CRAY T3D (alrededor del 40%

como valor maximo de la eficiencia en el IBM con switch).

Las figuras 4.5 y 4.6 nos muestran los valores del speedup obtenidos en la tabla 4.7. Las figuras 4.7 y 4.8 nos muestran los valores de

la eficiencia para los algoritmos 3.4 y 3.5 en las tres maquinas donde se presentan resultados.
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IBM SP2 ethernet

IBM SP2 switch
speedup | eficiencia
p | Alg. 4.2 Alg. 4.2
2 0.8229 41.47
4 0.8480 21.20
8 0.8070 10.09
(a)IBM SP2
switch
CRAY T3D
speedup | eficiencia
P Alg. 4.2 Alg. 4.2
2 1.42 71.13
4 2.40 59.97
8 3.50 43.69
16 4.29 26.83
32 4.34 13.56
64 5.10 9.44
128 4.89 3.82
256 4.45 1.74

speedup | eficiencia
p | Alg. 4.2 Alg. 4.2
2 0.06 2.96
4 0.02 0.48
8 0.01 0.06
(b)IBM SP2
ethernet
Cluster de Pentiums
speedup | eficiencia
p | Alg. 4.2 Alg. 4.2
2 0.20 10.15
4 0.22 5.56
8 0.20 2.55

Tabla 4.7: Speedup y eficiencia del algoritmo Alg. 4.2 para una matriz de tamano n = 2097152.

(c) CRAY T3D

(d) Cluster de

Pentiums
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1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

—o—Alg. 4.2

085

—o—Alg. 4.2

1.2

1.0

08

0.6

0.4

0.2

0.0

—o—Alg. 4.2

1.00

0.83

0.85

0.81

—o—Alg. 4.2

1.00

(a) IBM SP2 switch

Figura 4.5: Valores del speedup en un IBM SP2

(b) IBM SP2 ethernet
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12

10

08

0,6

0.4

0.2

0,0

—e—Alg. 42

0,22
\o‘zo =

\ g

0,20

6.0
5.10
50 510
4.29 / 4.89 245
2 edm :
4.0 2
3.50
30
2.40
20
10 {- o
00
1 2 4 8 16 32 64 128 256
—e—Alg.42] 100 142 240 350 429 434 5.10 489 445

—e—Alg. 4.2

1,00

0,20 0,22

0,20

(a) CRAY T3D

(b) Cluster de Pentiums

Figura 4.6: Valores del speedup en un CRAY T3D y un cluster de Pentiums
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mAl. 42 WAlg. 4.2

0.06
8
4 0.48
p
2.96
2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50

1 2 4 8 1 2 4 8
mAlg. 4.2 100,00 41,47 21,20 10,09 BAlg. 4.2 100.00 296 048 0.06
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Figura 4.7: Valores de la eficiencia en un IBM SP2
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WAlg. 4.2

60

70

80

90 100
1 2 4 8 16 32 64 128 256
mAlg. 4.2 | 100,00 71,13 59,97 43,69 26,83 13,56 9,44 3,82 1,74

DAlg. 4.2

2,55

5,56

10,15

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1 2 4 8
HAlg. 4.2 100,00 10,15 5,56 2,55

(a) CRAY T3D

(b) Cluster de Pentiums

Figura 4.8: Valores de la eficiencia en un CRAY T3D y un cluster de Pentiums






Capitulo 5 Meétodo divide y venceras de Bondeli

5.1 Introduccion

La idea en que se basa el método de Bondeli constituye una técnica del tipo divide y vencerds puesto que se particiona en bloques
el sistema inicial y el vector de términos independiente para resolver en cada procesador un conjunto de subsistemas tridiagonales.
Posteriormente, a partir de la definiciéon de unas nuevas variables, se construye un sistema tridiagonal auxiliar que nos permite obtener

la solucién general.

Las diferencias basicas entre los distintos algoritmos se encuentran en la forma en que se construye y resuelve el sistema tridiagonal
auxiliar y el procesador donde se obtienen las soluciones finales. En el tultimo de los algoritmos estudiados se utiliza el método paralelo

recursive doubling para la resoluciéon del sistema tridiagonal auxiliar.

Se considera el problema general de obtener la solucién del sistema

Ax

Il
&

(5.1)

163
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donde

ar b

Co Q2 bo

Cn—1

Qp—1

Cn

bnfl

Qn

(5.2)

son, respectivamente, una matriz tridiagonal e irreducible y el vector de términos independiente. Supongamos que podemos encontrar

dos niimeros naturales k y p tales que k = 2 y consideremos la siguiente particion por bloques, como en el capitulo 4,
P

Ao
Ch

de la matriz A donde cada uno de los bloques diagonales

Qik+1  bikt1

Cik+2  Qik42 bik+2

C(i+1)k—1

By
Ay

A(i41)k—1

Cli+1)k

B,

blit1)k—1

A(i4+1)k
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es una matriz tridiagonal de tamano k x k y, para ¢t =0,1,... ,p — 2, cada bloque subdiagonal
(00 -+ 0 Cli+1)k+1 ]
0
Cip1 = @) : = C(i+1)k+1€1€£ (5.4)
0
L 0 J
y superdiagonal
0 i,
0 O
B, = : = bii1ykere] (5.5)
0
L OG+e |0 2o 00

es de tamano k£ X k con un tunico elemento no nulo. Los vectores e; y ey, siguiendo la notaciéon habitual, representan la primera y la

ultima columna, respectivamente, de la matriz identidad Ij.

En los vectores « y d se considera una particion por bloques conforme con la particién en bloques de la matriz A dada por la expresion
(5.3), es decir,

T dy
1 dq
T = y d= ,
Lp—2 dp_Q
i Lp—1 ] dp,1
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con

r; =

LTik+1

Tik+2

L(i+1)k—1

Tk

5.2 Descripcién del método

La notacién introducida en la seccién 5.1 nos permite escribir el sistema (5.1) como

o en forma abreviada,

teniendo en cuenta que Cp = B,_1 = O.

Ao By

¢y At By

Cp—Q AP—Q Bp—2

Cixi1 + Aixi + Bixiq = d;,

Cp—l Ap—l i

d(it1)k-1

dij+1

dik+2

d(iv1)k

o

L1

dy
d,

.,p— L.

(5.6)
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Como los bloques diagonales A;, para i =0,1,... ,p— 1, son no singulares, sustituyendo las expresiones (5.4) y (5.5) en la expresion

(5.7) y despejando el vector x; obtenemos el sistema

x; = A, d; — cip1 A teref i — b A; terel T, 1=0,1,...,p— L (5.8)

Si definimos, parai=0,1,... ,p— 1,

y; = A7'd;, (5.9)
Z9i—-1 — A;lel, 29 — A;lek, (510)
Qi1 = —Cik+1ekT,:v7:_1, Qoj = —b(i+1)k€1TiU7:+1, (5-11)
entonces podemos escribir la ecuacién (5.8) como
T = Yi T Q2i—122—1 T 222, 1=0,1,...,p—L (5.12)

Hemos formado, a partir del conjunto de ecuaciones (5.8), mediante las expresiones (5.9), (5.10) y (5.11), un nuevo sistema dado por

la expresién (5.12) en el que ahora las incégnitas son los escalares ag, aq, g, ..., Qgp_4, agp—3. Estudiamos detalladamente la relacién
existente entre estos escalares y los vectores z;, para i =0,1,... ,2p — 4,2p — 3, por medio de las expresiones (5.8) y (5.12).
De
Qp = —bk(er{ml) = —by [elT(yl + o1z + anQ)] = —by, [er{?h + (6{21)061 + (€1TZ2)042} )

tenemos que

b—Oéo + (elTZ1)Oé1 + (€1TZ2)042 = —€1T’y1,
k
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mientras que

ay = —cry1(ef o) = —crpn [€f (Yo + a0z0)] = —crin (€1 yo + (€f z0)ao] |
por lo que
(er zo)og + ——a1 = —ef yo.
Clk+1
Siguiendo un razonamiento andlogo para i = 2,3,... ,2p — 4, 2p — 3, obtendremos el conjunto de ecuaciones
1 .
(el zoi 1)1 + (€ zo;)ag + oiy1 = — (€l ys), 1=0,1,...,p—2, (5.13)
Cli+1)k+1

1 .
aagi,Q + (E{Z%,l)agifl -+ (elTZQi)Ckgi = —((Efyi), 1= 1, 2, e, P — 1. (5.14)

Las ecuaciones (5.13) y (5.14) constituyen un sistema tridiagonal de tamano (2p — 2) x (2p — 2), que escribimos como

Ha=p3 (5.15)
con incégnitas «;, para i =0,1,... ,2p — 3, matriz de coeficientes
b0 o
vy 0 H1
H = (5.16)

Vop—a 52p—4 Hop—a

Vop—3 52]}*3 i
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con elementos diagonales, superdiagonales y subdiagonales, respectivamente

1
—0,2,... .2 —4,
5 — egzi 1=20,2,...,2p—4, " (he1)ers ? P
1 (2
T
€1 %i 7_1737 72p—37 el Ziy1 7:173’ 72p—57
. . . T
y vector de términos independientes 3 =1[ 3, B ... Bap3 [Pop 3 | con

—e{y% i=0,2,...,2p— 4,

6=

—e{yi§1

(5.18)

Una vez obtenida la soluciéon a del sistema (5.15), podemos obtener la solucién @ del sistema (4.1) sustituyendo las componentes de o

en la expresiéon (5.12).

Un algoritmo paralelo que describa las caracteristicas de este método deberia constar de las siguientes fases claramente diferenciadas:

los sistemas (5.9) y (5.10).

solucién es ox.

En una primera fase debemos distribuir la matriz A y los vectores  y d de acuerdo con la expresion (5.6).

En la segunda fase cada procesador P;, para i =0,1,... ,p — 1, debe calcular en paralelo los vectores y;, z9;_1 Vv Z2;, solucion de

En la tercera fase del algoritmo se construye y resuelve el sistema (5.15) mediante las expresiones (5.16), (5.17) y (5.18), cuya

En la dltima fase del algoritmo se sustituye a en la expresion (5.12) para obtener la solucién del sistema inicial.
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Si se analizan detalladamente las fases anteriores del método, se observa que la fase donde se realizan la mayor parte de los calculos
aritméticos es la segunda, en la que se deben calcular las variables y;, para ¢ = 0,1,... ,p— 1,y z;, para j = 0,1,... ,2p —4,2p — 3.
Estas variables pueden ser calculadas en paralelo en los diferentes procesadores mediante las expresiones (5.9) y (5.10). Ndtese que en
estos sistemas la matriz de coeficientes no cambia, inicamente cambia el vector de términos independientes. Podemos resumir las tareas

aritméticas que debe llevar a cabo cada procesador de la siguiente forma:

e En el procesador F, se resuelven los sistemas

Aol Yo =0 J=1[dy e ] (5.19)
e En el procesador P;, parai=1,2,... ,p — 2, se resuelven los sistemas
Ai[ Y Z2i-1 2% ] = [ d, e e | (5-20)
e En el procesador P,_; se resuelven los sistemas
Apfl[ Yp—1 Z2p-3 ] = [ dpfl €1 ] (5-21)

Observamos que el método en esta fase no esta totalmente balanceado en cuanto a carga de trabajo computacional, ya que mientras
que el procesador primero y ultimo resuelven dos sistemas, los procesadores centrales resuelven tres sistemas, de la misma forma que

ocurria en el capitulo 4 con el método basado en la féormula de Sherman-Morrison-Woodbury.

Consideramos el siguiente ejemplo que resume los calculos expuestos a lo largo de esta seccién para un sistema con n = 16.
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Ejemplo 5.1 Consideramos la resolucion del sistema (5.1), siendo

12 1 13
3 12 1 16
3 12 1 16

3 12 1 16

3 12 1 16

312 1 16

3 12 1 16

3 12 1 16

312 1 16

312 1 16

312 1 16

312 1 16

312 1 16

312 1 16

312 1 16

3 12 | 15

Por la forma en que se han tomado la matriz A y el vector d resulta inmediato que la solucion x del sistema Ax = d tiene todas sus

componentes iguales a 1.
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Supongamos que tomamos p = 4, por lo que k = 4. Entonces, el procesador Py tendra los bloques

Los procesadores no extremos P;, para i1 = 1,2 tendran los bloques

mientras que el procesador P3 tendra los bloques

[ 12
3

12
3

12
3

1
12
3

1
12
3

1
12
3

1
12
3

1
12
3

1
12

Con estos bloques, el procesador Py resuelve los sistemas

1
12

1
12

1
12

Apyo = dy,

ds =

Aozo = ey,

13
16
16
16

16
16
16
16

16
16
16
15

5 Método divide y vencerds de Bondeli
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cuyas soluciones son

[ 1.000 | [ —0.00005 |
1.001 0.00060
Yo = ) zZ0 =
0.993 —0.00720
| 1.085 | | 0.08510 |

EI procesador P resuelve los sistemas

Alyl =d,, Aizq = €, A1z = €,

cuyas soluciones son

[ 1.2550 | [ 0.0850 | [ —0.00005 |
0.9354 —0.2170 0.00060
Y = P zZ1 = ) z9 =
1.0090 0.0056 —0.00700
| 1.0810 | | —0.0014 | | 0.08510 |

EI procesador Ps resuelve los sistemas
Ays = dy, Aszz=e;, Azi= ey

Nétese que, debido a la forma de la matriz de coeficientes de este ejemplo, los bloques de los procesadores P, y P, son iguales, por lo
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que las soluciones de los sistemas intermedios que resuelven son las mismas; asf,

[ 1.2550 0.0850 [ —0.00005 ]
0.9354 —0.2170 0.00060
Yo = ) z3 = ) Zy =
1.0090 0.0056 —0.00700
| 1.0810 | | —0.0014 | 0.08510 |

EI procesador Ps resuelve los sistemas
Azys = ds, Azzs = ey,

cuyas soluciones son

[ 1.2550 0.0850 |
0.9348 —0.2170
Ys = 3 5 =
1.0170 0.0056
| 0.9958 | | —0.0014 |

Ahora construimos el sistema tridiagonal (5.15) para este caso concreto, que viene dado por

[ 0.085  0.3333 1la] [ —1.085]
1.000  0.0850 —0.00005 a 1.255
~0.0014  0.08510  0.3333 ar | | 1081
1.00000  0.0850 —0.00005 as || 1255 |
—0.0014  0.08510 0.333 | | au 1.081
i 1.00000 0.085 | | a5 | | 1255 |
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cuya solucion es

[ 1.000 |
—3.000
~1.000
~3.001
~1.000

| —3.001

Una vez calculada la solucion o, cada procesador utiliza ciertas componentes de esta solucion para calcular las soluciones parciales del

sistema inicial. Asi, el procesador Py calcula las cuatro primeras componentes de la solucion final de la forma

1000 | [ —000005 | [1]
1.001 0.00060 1
Ty = Yo + 2o = — =
0.993 —0.00720 1
1085 | | 008510 | | 1]

De una forma analoga, el procesador Py calcula las cuatro siguientes componentes de la solucion final mediante la expresion

[ 1.2550 | 00850 | [ —0.00005 ] 1]
0.9354 —0.2170 0.00060 1
T1 =Y + o121 +agze = -3 — =
1.0090 0.0056 —0.00700 1
| 1.0810 | | —0.0014 | | 00810 | |1 |
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EI procesador Ps calcula

[ 1.2550 0.0850 [ —0.00005 | 1
0.9354 —0.2170 0.00060 1
Lo = Y2 + 323 + g2y = —3.001 -1 =
1.0090 0.0056 —0.00700 1
| 1.0810 | | —0.0014 | 008510 | |1

Finalmente, el procesador Ps calcula las tiltimas cuatro componentes de la solucién de una forma similar a los casos anteriores

[ 1.2550 | 00850 | [ 1]
0.9348 —0.2170 1
T3 = Y3 + asz5 = —3.001 =
1.0170 0.0056 1
| 0.9958 | | —0.0014 | | 1]

De esta forma queda calculada la solucion del sistema propuesto inicialmente en este ejemplo que, como cabia esperar, tiene todas sus

componentes iguales a uno.

5.3 Algoritmos BSP divide y venceras

5.3.1 Algoritmo BSP basado en el método de Bondeli

De acuerdo con las caracteristicas de este método expuestas en la seccion 5.2 y observando detalladamente el ejemplo 5.1, llegamos a
la conclusion de que inicamente son necesarios tres superpasos para construir un algoritmo BSP que resuelva un sistema tridiagonal por

el método de Bondeli. Un superpaso serd necesario para las comunicaciones iniciales; en un segundo superpaso se resolveran los sistemas
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iniciales de forma independiente en cada procesador, mientras que en el tercer superpaso se construira y resolvera el sistema tridiagonal
auxiliar que nos permitira obtener la solucion general. El siguiente algoritmo BSP recoge las caracteristicas fundamentales del método

divide y venceras desarrolladas en la seccion 5.2.

Algoritmo 5.1 Método BSP divide y venceras de Bondeli para sistemas tridiagonales.

Superpaso 1
Comunicacién de datos a los procesadores. Para i = 1,2,... ,p — 1, el procesador P; recibe la submatriz A; y el vector d; desde el

procesador principal.

Superpaso 2

1 Resolucién de los subsistemas intermedios y envio de los vectores auxiliares al procesador principal.

1.1 En el procesador P, se resuelven los sistemas (5.19).
1.2 En el procesador P;, parai =1,2,... ,p — 2, se resuelven los sistemas (5.20).

1.3 En el procesador P, ; se resuelven los sistemas (5.21).

2 Comunicacién. El procesador P, parai=1,2,... ,p — 1, envia los vectores y;, z2;_1, z2; al procesador Fy.

Superpaso 3

Obtencion de la solucién final. En el procesador F,

1 se calculan H y el vector 3 mediante las expresiones (5.16), (5.17) y (5.18),
2 se resuelve el sistema (5.15),

3 se calcula la solucién @ utilizando la expresion (5.12).
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Ya se ha comentado en la seccion 5.2 que en el segundo superpaso se realizan la mayoria de los calculos aritméticos para calcular los
vectores y y z mediante la resolucién de los sistemas (5.19), (5.20) y (5.21).

Si observamos las expresiones (5.19), (5.20) y (5.21), notamos que debemos resolver sistemas con la misma matriz de coeficientes y
distintos vectores de términos independientes. Como ya vimos en la seccion 1.1, estas caracteristicas nos llevan a la utilizacion de la
factorizacion LU de la matriz de coeficientes como método 6ptimo para el cédlculo de los vectores y;, zo; 1y 29;, parai =0,1,... ;p—1,

teniendo en cuenta que zy, 2 = 0.

En consecuencia, podemos describir los calculos que realiza cada uno de los procesadores en el superpaso 2 del algoritmo 5.1 mediante

el siguiente esquema:

Procesador Fy:

e Calculo de Ay = LyUy.

e Resolucién de los sistemas Louwg =do y Us| yo 2o | =1 uy es
Procesador P, parai=1,2,... ,p—2:

e Calculo de A; = L;U;.

e Resolucién de los sistemas L[ w; v; |=[d; e | VUil yi zoi1 2z | =1u; v, e
Procesador P,_;:

e Calculode A,_; = L,_1Up_;.

e Resolucién de los sistemas L, 1| u, ; v, 1 ]=[d, 1 e |YUpily, 1 zop3|=[u, 1 v,
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Aoyo = dp Ay =dy Ayo =do Asys =d3
Aozo = ey, Arz1 =€ Aszs =€ Azzs = e
Aizo = ey, Aszy = ey,

Yi,21,%2 Y2, 23,24 Y3, 25

barrera de sil

Figura 5.1: Esquema de ejecucion del algoritmo 5.1, para 4 procesadores.
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La figura 5.1 muestra un ejemplo de ejecucién del algoritmo 5.1 para el caso particular en que p = 4.

Una caracteristica fundamental que presenta el algoritmo 5.1 es que los calculos que se realizan en el superpaso 3 los realiza tinicamente
el procesador principal; por eso, al final del superpaso 2 se produce una comunicacion de elementos desde todos los procesadores al

procesador principal, que es el encargado de formar el sistema (5.15) y resolverlo, de forma secuencial, para obtener la solucién final.

5.3.2 Coste computacional

Seguidamente, calculamos los costes de cada uno de los superpasos que integran el algoritmo 5.1 con el fin de obtener su coste

computacional.

Coste del superpaso 1. El coste del superpaso viene dado tinicamente por el proceso de comunicacion habitual desde el procesador

principal al resto de procesadores. En total son 4k los elementos que recibe cada procesador, por lo que el coste de este superpaso es de

[4k(p—1)]jg+1=4(n—k)g+1 flops. (5.22)

Coste del superpaso 2. En el superpaso 2 tenemos coste aritmético y coste de comunicacion, por lo que los calculamos de forma
separada.

Para obtener el coste aritmético, se deben tener en cuenta el nimero de operaciones aritméticas que realiza cualquiera de los
procesadores P;, para v = 1,2,... ,p — 2, ya que resuelven tres sistemas. Estas tareas, con su coste computacional, se resumen en los
siguientes puntos

e La factorizacion LU de la matriz A; requiere 3k — 3 flops.

e La resolucion del sistema A;y; = d;, mediante la factorizacién LU requiere 5k — 4 flops.



5.3 Algoritmos BSP divide y vencerds 181

e La resolucion del sistema A;zo; 1 = ey supone un total de 4k — 3 flops ya que, al ser ey el vector de términos independientes, no

se realiza ninguna suma.

e La resolucion del sistema A;z9; = ey requiere sélamente 2k — 1 flops.

En consecuencia, necesitamos efectuar un total de
14k — 11 flops (5.23)

para completar las tareas aritméticas que se llevan a cabo en este superpaso.

Por otro lado, el coste de comunicacién esta relacionado con el envio de los vectores y;, para: =1,2,... ,p—1, y los vectores z;, para
Jj=12,...,2p—3, al procesador principal. El procesador principal recibe dos vectores de tamano £ del procesador P,_; y tres vectores
de tamano k de los procesadores no extremos. Esto significa que el procesador principal recibe un total de 3k(p — 2) + 2k = 3n — 4k

unidades de datos, por lo que el coste de comunicacion de este superpaso es de

[Bk(p —2) +2k|g flops. (5.24)

En consecuencia, sumando los costes aritmético y computacional dados por las expresiones (5.23) y (5.24), tenemos que el coste total
del superpaso 2 es de

(14k — 11) + (3n — 4k)g + 1 flops. (5.25)

Coste del superpaso 3. En este superpaso solo se realizan operaciones aritméticas en el procesador principal y no se producen

comunicaciones entre los procesadores. Las tareas que se realizan en el procesador principal, con su coste computacional son

e La obtencién de la matriz H requiere 2p — 2 flops.
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e Para resolver el sistema (5.15), utilizando el método de eliminacién de Gauss, son necesarios 8(2p — 2) — 7 flops.

e El cdlculo de la solucién @ a partir de la expresién (5.12) supone la realizacién de 4(n — k) flops.

En consecuencia, el coste del superpaso 3 es de

dn 4+ 18p — 4k — 25 flops. (5.26)

Sumando las expresiones (5.22), (5.25) y (5.26) obtenemos que el coste computacional del algoritmo 5.1 es de

4n 4 18p + 10k — 36 + (7Tn — 8m)g + 21 flops.

5.3.3 Algoritmo BSP modificado basado en el método de Bondeli

En el algoritmo 5.1 advertimos la pérdida de paralelismo en el tltimo superpaso, donde los calculos se realizan en el procesador
principal y el resto estan inactivos. La ventaja que presenta es que minimiza el niimero de superpasos y, por tanto, el nimero de barreras

de sincronizacién necesarias para ejecutar el algoritmo.

Con el fin de evitar esta pérdida de paralelismo en el superpaso 3 podemos considerar una modificacién consistente en que cada
procesador calcule y resuelva el sistema (5.15) de forma simultdnea. Posteriormente, cada procesador calcula en paralelo las componentes
de la solucion final que le corresponden y las envia al procesador principal. El siguiente algoritmo recoge esta modificaciéon respecto del

algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.2 Método divide y venceras modificado segtin el modelo BSP para sistemas tridiagonales basado en el método divide y vencerds
de Bondeli.
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Superpaso 1
Comunicacién de datos a los procesadores. Para i = 1,2,... ,p — 1, el procesador P; recibe la submatriz A; y el vector d; desde el

procesador principal.

Superpaso 2

1 Resolucién de los subsistemas intermedios y envio de los vectores auxiliares al procesador principal.

1.1 En el procesador Py se resuelve el sistema (5.19).
1.2 En el procesador P;, parai =1,2,... ,p — 2, se resuelve el sistema (5.20).

1.3 En el procesador P,_; se resuelven los sistemas (5.21).
2 Comunicacién. El procesador P;, para i = 0,1,... ,p — 1, envia los vectores y;, z9;_1, 22; al resto de procesadores, siendo
Z_1 = Zyp—2 = 0.
Superpaso 3

Obtencidn de la solucién final.

1 En el procesador P;, parat=0,1,... ,p—1,
1.1 Se calculan H vy el vector 3 mediante las expresiones (5.16), (5.17) y (5.18).

1.2 Se resuelve el sistema (5.15).

1.3 Se calcula el vector solucién parcial @; utilizando la expresién (5.12).

2 Comunicacién. El procesador P, parat=1,2,... ,p — 1, envia su vector solucién parcial x; al procesador F.

La figura 5.2 nos muestra la ejecucién del algoritmo 5.2 para el caso particular en que p = 4. Notemos las diferencias més importantes

entre los algoritmos 5.1 y 5.2. En el algoritmo 5.2 no perdemos el paralelismo a lo largo de todo el proceso, como ya se ha mencionado;
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Agyo = do Ary1 = dy Asyo = do A3ys = d3
A()Zo = €L A1Z1 = €1 A2Z3 = €1 A3Z5 = €1
Aizo = ey, Aszy = ey,

Yo,Y1,Y2,Ys3, 2D, 21,22, 23, 24, 2}

o]

Figura 5.2: Esquema de ejecucion del algoritmo 5.2, para 4 procesadores.
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sin embargo, se requieren tres barreras de sincronizacion, ya que en el superpaso 3 hay una comunicacién final de las soluciones parciales

al procesador principal.

Otro aspecto que los diferencia es el proceso de comunicacién que se lleva a cabo en el superpaso 2. En el algoritmo 5.2 se produce una
comunicacion donde cada procesador no extremo envia al resto de procesadores tres vectores de tamano k. Los procesadores principal
y final inicamente envia al resto de procesadores dos vectores de tamano k. Este modelo de comunicacién es un broadcast de cada

procesador al resto. En el algoritmo 5.1 la comunicacion es desde todos los procesadores al principal.

5.3.4 Coste computacional

Calculamos ahora los costes de cada uno de los superpasos que componen el algoritmo 5.2.

Coste del superpaso 1. Este superpaso es analogo al superpaso 1 del algoritmo 5.1, por lo que su coste computacional viene

determinado por la expresién (5.22).

Coste del superpaso 2. La diferencia entre el superpaso 2 del algoritmo 5.2 y el superpaso 2 del algoritmo 5.1 se encuentra en la
comunicacion. Las tareas aritméticas que cada procesador desarrolla son las mismas, por lo que el coste aritmético viene dado por la

expresion (5.23).

Para determinar el coste de comunicacion de este superpaso hemos de tener en cuenta el maximo de las unidades de datos enviadas
o recibidas por el procesador que mas datos comunica o recibe. El niimero méximo de unidades de datos enviadas por los procesadores
P, parai=1,2,... ,p—2, es de 3k(p — 1) mientras que el nimero maximo de datos recibidos por los procesadores que mas elementos
reciben es 3k(p — 2) + 2k. Asi, el niimero maximo de datos enviados o recibidos por cualquiera de estos procesadores es 3k(p — 1), por

lo que el modelo de comunicacién es el de una 3k(p — 1)-relacién. En consecuencia, el coste de comunicacién es de

3k(p—1)g =3(n—k)g flops. (5.27)
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Por tanto, sumando las expresiones (5.23) y (5.27)obtenemos que el coste del superpaso 2 es de
14k — 114 3(n—k)g+ 1 flops. (5.28)

Coste del superpaso 3. Para calcular el coste del superpaso 3 hemos de tener en cuenta el coste aritmético y de comunicacién. El

coste aritmético de este superpaso viene determinado por la ejecucion de las siguientes tareas en cada uno de los procesadores

e La obtencién de la matriz H requiere 2p — 2 flops.
e La resolucién del sistema (5.15), utilizando el método de eliminacién de Gauss, supone 8(2p — 2) — 7 flops.
e El calculo del vector solucién parcial @;, a partir de la expresién (5.12), en cada uno de los procesadores centrales representa la
realizacion de 4k operaciones.
En consecuencia, el coste aritmético es de
4k +18(p— 1) — 7 flops. (5.29)
Por otro lado, el coste de comunicacién del superpaso viene determinado por la comunicacion desde cada procesador al procesador
principal de su vector correspondiente de soluciones parciales, lo cual representa un coste de
n—k flops. (5.30)
Asi, si sumamos las expresiones (5.29) y (5.30) obtenemos que el coste computacional de este superpaso es de

4k +18(p—1) =74+ (n—k)g+1 flops. (5.31)
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Como consecuencia de todo lo dicho, sumando las expresiones (5.22), (5.28) y (5.31) obtenemos que el coste computacional del

algoritmo 5.2 es de

18k 4+ 18p — 36 + 8(n — k)g + 31 flops.

5.3.5 Algoritmo BSP utilizando el método recursive doubling

Al igual que sucedia en el capitulo 4 con el algoritmo 4.2, los algoritmos 5.1 y 5.2 se basan en la resoluciéon de un sistema tridiagonal
auxiliar cuya solucién nos permite obtener la solucion del sistema inicial. Este sistema tridiagonal auxiliar se resuelve de forma secuencial
en estos algoritmos. Podemos plantearnos, de la misma forma que en el capitulo 4 con los algoritmos 4.3, 4.4 y 4.5, la resoluciéon de este
sistema tridiagonal en paralelo utilizando todos los procesadores disponibles. En el capitulo 4 comprobamos que las diferencias entre
los algoritmos eran minimas y que los tiempos de los algoritmos que utilizaban diversos métodos de resolucion en paralelo del sistema
tridiagonal auxiliar eran practicamente idénticos. Por esta razon, unicamente consideramos un nuevo algoritmo basado en el método
de Bondeli que resuelva el sistema tridiagonal auxiliar en paralelo utilizando el método del recursive doubling. El motivo por el que
utilizamos este método en lugar del de reduccion ciclica se basa en que se obtienen tiempos ligeramente mejores en el IBM SP2 y en el

cluster de Pentiums, como se aprecia en la seccién 4.6.

A partir de las caracteristicas del método recursive doubling expuestas en la seccion 1.3.2, en esta seccion estudiamos un método
del tipo divide y venceras basado en el método divide y venceras de Bondeli, utilizando el método recursive doubling para resolver el
sistema 5.15 en paralelo. Asi, la diferencia bésica entre este nuevo algoritmo y el algoritmo 5.1 es la forma en que se resuelve el sistema
intermedio (5.15).
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La matriz de coeficientes H del sistema (5.15), para el caso p = 4, viene dada por

o Mo
141 51
Vo

H1

V3

M2

V4

M3
b4

Vs

Ha
b5

1
Cok41

elz3

elz;

1
C3k+1

el'z;

(5.32)

Si observamos detenidamente la matriz (5.32) notamos, en primer lugar, que la situacién de los elementos en los distintos procesadores

sigue un esquema similar al del algoritmo 4.3. Los elementos de la primera fila se encuentran en el procesador Fp, los elementos de la

segunda y tercera filas se encuentran en el procesador Pi, los de la tercera y cuarta filas estan en P, mientras que el procesador P;

tiene los elementos de la ultima fila. Una situacion analoga sucede con los elementos del vector 3. En segundo lugar, observamos

que, a diferencia de lo que ocurria en el algoritmo 4.3, la formacién de la matriz H supone que cada uno de los procesadores P;, para

1=1,2,... ,p— 2, realiza dos divisiones para calcular cada uno de los elementos v;, u; v 6;, parat=0,2,... ,2p — 4.

En consecuencia, el nuevo algoritmo que resume estas caracteristicas se diferencia basicamente del algoritmo 5.1 en los siguientes

puntos:

(i) En el superpaso 2 del algoritmo 5.1, después de resolver los sistemas (5.19), (5.20) y (5.21) en los procesadores correspondientes,

tenemos en el procesador P;, parat =0,1,..

(ii) El paso de comunicacién del superpaso 2 se elimina.

(iii) A partir del superpaso 2 se aplica el método recursive doubling para resolver el sistema (5.15).

., p—1, los elementos de las filas (2i — 1)-ésima y 2i-ésimas de H y 3, respectivamente.
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El modelo de comunicacién que se emplea para la ejecucion del método recursive doubling es el mismo que se emplea en el algoritmo 4.4,
ya que es el modelo que minimiza el nimero de elementos que circulan por la red utilizando un esquema de comunicacién de tipo fan-in.

Asi mismo, el calculo de las matrices B;, parai=0,1,...,2p — 3, se realiza utilizando las expresiones que aparecen en la seccién 1.3.2.

De acuerdo con los comentarios anteriores y teniendo en cuenta la descripcién del método recursive doubling de la seccion 1.3.2,

podemos dar el siguiente algoritmo BSP que resume todas estas caracteristicas.

Algoritmo 5.3 Algoritmo BSP divide y vencerds basado en el método de Bondeli utilizando el método recursive doubling.

Superpaso 1
Comunicacién de datos a los procesadores. Para i = 1,2,... ,p — 1, el procesador P; recibe la submatriz A; y el vector d; desde el

procesador principal. Inicialmente tomamos ;1 = —1.

Superpaso 2

1 Resolucion de los subsistemas intermedios.

1.1 En el procesador Py se resuelve el sistema (5.19).
1.2 En el procesador P;, parai =1,2,... ,p — 2, se resuelve el sistema (5.20).
1.3 En el procesador P, ; se resuelve el sistema (5.21).
1.4 El procesador P, parai=0,1,... ;p—1,
1.4.1 Calcula las matrices By; 1y Ba;.
1.4.2 Calcula el producto B[2i | 2i — 1].

2 Comunicacion.

2.1 El procesador P;, parat=1,2,... ,p— 1, comunica al procesador F, las matrices By; | y Bo;.
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2.2 El procesador Py, 1, parai =0,1,...,2™~! — 1, comunica al procesador P»; la matriz B[2i | 2i — 1].
Superpaso m —q+ 2, parag=m—1,m—2,...,2,1
1 El procesador Pom—q;, parai=10,1,...,27 — 1 calcula la matriz
B[2m 4 4 2m 4t 4 o(p 1) | 2m 0T — 1.

291

2 El procesador Pom—q gm-at1;, para i =0,1,... |35

| comunica al procesador Pom—q+1; la matriz
B[2m™9 4 2m (24 + 1) + 2(p 4+ 1) | 2™ (20 + 1) — 1).
3 Actualizamos p, como = 2(pu + 1)
Superpaso m + 2
El procesador P,

1 Calcula B2p —2| —1].
2 Calcula ayg utilizando la expresién (4.26) y, mediante la expresion (4.25), obtiene el resto de componentes o, parat =1,2,... ,2p—3.

3 Comunica las componentes aw;_1, aig; al procesador P, parat=1,2,... ,p— 1.

Superpaso m + 3
El procesador P;, para:=10,1,... ,p—1,

1 Calcula x; mediante la ecuacién (5.12).

2 Envia el vector de soluciones parciales @; al procesador principal.
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Destacamos las escasas diferencias existentes entre este algoritmo y el algoritmo 4.4 basado en la férmula de Sherman-Morrison-
Woodbury. En ambos, el proceso de calculo y comunicaciones que seguimos es muy parecido. Las diferencias se encuentran en la forma
en la que se obtiene la matriz tridiagonal auxiliar que nos permite obtener la solucion del sistema inicial y en algunos elementos de dicha

matriz. Estas analogias van a provocar un coste y un comportamiento similar de ambos algoritmos.

5.3.6 Coste computacional

Coste del superpaso 1. Este superpaso es andlogo al superpaso 1 del algoritmo 5.1, por lo que su coste viene dado por la expresion
(5.22).

Coste del superpaso 2. Los apartados 1.1, 1.2 y 1.3 del superpaso 2 del algoritmo 5.3 coinciden con los apartados 1.1, 1.2 y 1.3
del superpaso 2 del algoritmo 5.1, por lo que el coste de estos apartados viene dado por la expresion (5.23), es decir, 14k — 11 flops. El
calculo de las matrices By; 1 v Bs;, que aparecen en la secciéon 1.3.2, supone 6 operaciones, mientras que por la forma especial que tienen
estas matrices el producto de matrices B[2i | 2i — 1] requiere 5 operaciones. Por lo tanto, el coste aritmético de este superpaso es de 14k

flops.

Por otro lado notemos que el modelo de comunicaciéon que seguimos en este superpaso coincide con el modelo de comunicacién del

superpaso 2 del algoritmo 4.4, que viene dado por la expresién (4.33), es decir, (6p — 3)g flops.
Asi pues, sumando los costes aritmético y de comunicacion se obtiene que el coste computacional del superpaso 2 es de
14k + (6p — 3)g + 1 flops. (5.33)

Coste de los superpasos m — q + 2, paraqg=m—1,m—2,...,2,1. Tanto las operaciones aritméticas como las comunicaciones

que se realizan en este conjunto de m — 1 superpasos coincidene exactamente con las que se realizan en el algoritmo 4.4, por lo que su



192 5 Método divide y vencerds de Bondeli

coste computacional vendra dado por la expresion (4.35), es decir,
20(m — 1) +6(m —1)g+ (m — 1)l flops. (5.34)
Coste del superpaso m + 2. De nuevo, este superpaso coincide exactamente con el superpaso m + 2 del algoritmo 4.4, por lo que
su coste viene dado por la expresion (4.36), es decir
10p+6+(2p—3)g+1 flops. (5.35)
Coste del superpaso m + 3. Finalmente, el cdlculo de las soluciones parciales @; mediante la expresién (5.12) requiere 4k flops,
mientras que el coste de comunicacién es de (n—k)g flops, ya que el procesador principal recibe n — k datos desde todos los procesadores.

Por tanto, el coste de este superpaso es de

4k + (n — k)g+ 1 flops. (5.36)

Sumando las expresiones (5.22), (5.33), (5.34), (5.35) y (5.36) y realizando las simplificaciones adecuadas obtenemos el coste total
del algoritmo 5.3, que es de

18k 4 20m + 10p — 14 + (5n — 5k + 6m + 8p — 12) g + (m + 3)l  flops. (5.37)

Como cabia esperar dadas las escasas diferencias existentes entre este algoritmo y el algoritmo 4.4, los costes tedricos obtenidos son

casi idénticos, como se desprende de las expresiones (5.37) y (4.32).
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5.4 Resultados tedricos y comparaciones

En esta seccién presentamos los tiempos tedricos de ejecucion de los algoritmos 5.2, 5.3 y 5.4 para las tres maquinas paralelas con
las que se ha venido realizando las comparaciones en los capitulos anteriores. Recordemos que los pardmetros de estas méquinas vienen
dados por la tabla 2.1.

5.4.1 Tiempos en un IBM SP2

Las tablas 5.1 y 5.2 resumen, respectivamente, los tiempos comparados de los algoritmos estudiados en este capitulo para un IBM

SP2 dotado con un switch de alto rendimiento y una conexién de tipo ethernet.

Analizamos de forma separada los resultados en esta méaquina para los dos tipos de conexién que se utilizan. De la tabla 5.1 se
observan varios hechos destacables. El primero de ellos es que el algoritmo 5.3 siempre es el mas rapido de los tres para matrices con
n > 4096. Para tamanos inferiores el mas rapido es el algoritmo 5.1, aunque no podemos decir que existan diferencias significativas entre

ellos dado el tamano tan pequeno de las matrices. Para cualquier valor de n, el algoritmo 5.2 resulta el més lento.

Otro aspecto destacable es que mientras que en los algoritmos 5.1 y 5.2 los tiempos crecen al aumentar el mimero de procesadores
de 2 a4y de 4 a8 no sucede lo mismo con el algoritmo 5.3. El algoritmo 5.3 reduce los tiempos de ejecucion al pasar de 2 a 4
procesadores para matrices con valores de n superiores a 32768, como se aprecia en la tabla 5.1. Cuando se aumenta de 4 a 8 el niimero

de procesadores, vuelven a aumentar los tiempos aunque no excesivamente.

También se observa que las diferencias de tiempo entre el algoritmo mas rapido y el mas lento crecen notablemente al aumentar el
numero de procesadores. Por ejemplo, si consideramos el caso n = 4194304 vemos que la diferencia en los tiempos entre el algoritmo 5.3

(el més rapido) y el algoritmo 5.2 (el mds lento), para p = 2, es de 0.7621 segundos, mientras que para p = 4, la diferencia en tiempos
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IBM SP2 switch
p
2 4 8

n Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 52 Alg. 5.3
512 | 0.0005 0.0007 0.0006 0.0007 0.0009 0.0010 0.0010 0.0012 0.0016
1024 | 0.0009 0.0011 0.0010 0.0012 0.0014 0.0014 0.0015 0.0017 0.0020
2048 [ 0.0016 0.0019 0.0016 0.0021 0.0023 0.0020 0.0025 0.0028 0.0027
4096 | 0.0031 0.0036 0.0030 0.0038 0.0042 0.0033 0.0045 0.0048 0.0040
8192 | 0.0060 0.0070 0.0056 0.0074 0.0079 0.0059 0.0086 0.0090 0.0068
16384 | 0.0118 0.0138 0.0109 0.0145 0.0154 0.0111 0.0168 0.0173 0.0122
32768 | 0.0234 0.0274 0.0216 0.0287 0.0303 0.0215 0.0332 0.0339 0.0231
65536 | 0.0467 0.0547 0.0428 0.0570 0.0602 0.0423 0.0659 0.0672 0.0450
131072 | 0.0932 0.1091 0.0854 0.1137 0.1199 0.0839 0.1313 0.1338 0.0887
262144 | 0.1862 0.2180 0.1704 0.2271 0.2394 0.1671 0.2621 0.2669 0.1762
524288 | 0.3722 0.4358 0.3406 0.4540 0.4783 0.3334 0.5237 0.5330 0.3510
1048576 | 0.7442 0.8714 0.6809 0.9077 0.9563 0.6662 1.0470 1.0654 0.7008
2097152 1.4883 1.7425 1.3614 1.8151 1.9121 1.3316 2.0936 2.1301 1.4002
4194304 | 2.9765 3.4847 2.7226 3.6300 3.8237 2.6625 4.1867 4.2595 2.7992

Tabla 5.1: Tiempos tedéricos para los algoritmos 5.1, 5.2 y 5.3 medidos en un IBM SP2 dotado con un switch de alto rendimiento.
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IBM SP2 ethernet
p
2 4 8

n Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3
512 | 0.0071 0.0096 0.0076 0.0230 0.0284 0.0227 0.0829 0.0989 0.0776
1024 | 0.0126 0.0169 0.0123 0.0422 0.0514 0.0372 0.1556 0.1849 0.1314
2048 | 0.0237 0.0316 0.0216 0.0807 0.0975 0.0660 0.3041 0.3568 0.2388
4096 [ 0.0460 0.0610 0.0403 0.1577 0.1896 0.1237 0.5991 0.7006 0.4538
8192 [ 0.0904 0.1198 0.0775 0.3116 0.3738 0.2391 1.1891 1.3884 0.8838
16384 | 0.1793 0.2374 0.1521 0.6194 0.7421 0.4698 2.3691 2.7638 1.7437
32768 | 0.3571 0.4726 0.3012 1.2351 1.4788 0.9313 4.7291 5.5146 3.4635
65536 | 0.7127 0.9429 0.5994 2.4664 2.9523 1.8543 9.4490 11.0163 6.9031
131072 | 1.4239 1.8836 1.1959 4.9290 5.8991 3.7004 18.8888  22.0197  13.7823
262144 | 2.8463 3.7650 2.3887 9.8543 11.7928 7.3924 37.7685  44.0264  27.5408
524288 | 5.6910 7.5278 4.7745 19.7049  23.5802  14.7766 | 75.5278  88.0399 = 55.0577
1048576 | 11.3806  15.0533  9.5460 39.4060  47.1550  29.5449 | 151.0464 176.0668 110.0916
2097152 | 22.7596  30.1044 19.0891 | 78.8083  94.3046  59.0814 | 302.0837 352.1207 220.1593
4194304 | 45.5178 60.2066 38.1752 | 157.6128 188.6039 118.1546 | 604.1583 704.2285 440.2947

Tabla 5.2: Tiempos teéricos para los algoritmos 5.1, 5.2 y 5.3 medidos en

un IBM SP2 utilizando conexidén ethernet.



196 5 Método divide y vencerds de Bondeli

entre ambos algoritmos es de 1.46 segundos. Esta diferencia de tiempos significa que ejecutar el algoritmo 5.3 supone un ahorro de

tiempo del 34% aproximadamente frente a la ejecucion del algoritmo 5.2, lo que representa un valor significativo.

La tabla 5.2 recoge los valores tedricos cuando se utiliza una conexiéon ethernet. Las caracteristicas méas notables descritas en el caso
de conexion con switch se pueden extrapolar para esta conexiéon. El algoritmo 5.3 sigue siendo el més rapido y el algoritmo 5.2 es el mas

lento. Ahora esta caracteristica es independiente del valor de n.

Una caracteristica que no se observa en este caso es la reduccion de tiempos en el algoritmo 5.3 al pasar de 2 a 4 procesadores; cuando
se utiliza una conexiéon ethernet los tiempos aumentan de forma considerable para los tres algoritmos. En general podemos decir que al
duplicar el nimero de procesadores los tiempos aumentan en un factor superior a tres. Esto nos da una idea del comportamiento paralelo
altamente negativo de estos algoritmos en estas maquinas. Sin duda, el peso de las comunicaciones y el alto coste de las mismas cuando

se utiliza este tipo de conexion determina este comportamiento negativo al duplicar el niimero de procesadores.

En cuanto a las diferencias de tiempo que se miden para los algoritmos 5.2 y 5.3, que son el mas lento y més rapido respectivamente,
debemos decir que aumentan ligeramente respecto al caso con switch, aunque no de forma significativa; los porcentajes de diferencia que

antes se aproximaban al 35% ahora estan entre e 38 y el 40%.

5.4.2 Tiempos en un CRAY T3D

Las tablas 5.3 y 5.4 muestran los resultados tedricos esperados en un CRAY T3D para los tres algoritmos estudiados en este capitulo.

La primera conclusién que podemos extraer al observar las tablas 5.3 y 5.4 es que, a diferencia de lo que ocurria en el IBM SP2; en
esta maquina el algoritmo mas lento es el algoritmo 5.1 a partir de 4 procesadores. El algoritmo mds rapido sigue siendo el algoritmo 5.3,
para cualquier nimero de procesadores y para cualquier valor de n. Para dos procesadores el algoritmo 5.2 ofrece peores resultados que

el algoritmo 5.1; sin embargo, como ya se ha comentado, al aumentar a 4 el mimero de procesadores, los resultados que se obtienen al
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CRAY T3D
p
2 4 8 16

n Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 53 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 53 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3
2048 | 0.0018 0.0018 0.0018 0.0015 0.0012 0.0011 0.0014 0.0010 0.0009 0.0016 0.0011 0.0009
4096 | 0.0035 0.0036 0.0034 0.0029 0.0023 0.0021 0.0027 0.0019 0.0015 0.0029 0.0019 0.0014
8192 | 0.0069 0.0072 0.0068 0.0057 0.0046 0.0041 0.0054 0.0036 0.0029 0.0054 0.0034 0.0025
16384 [ 0.0138 0.0143 0.0136 0.0113 0.0091 0.0080 0.0106 0.0071 0.0056 0.0106 0.0065 0.0047
32768 | 0.0275 0.0285 0.0270 0.0226 0.0181 0.0160 0.0210 0.0140 0.0111 0.0209 0.0126 0.0091
65536 | 0.0549 0.0569 0.0540 0.0451 0.0361 0.0318 0.0419 0.0277 0.0220 0.0415 0.0249 0.0180
131072 | 0.1098 0.1137 0.1079 0.0902 0.0722 0.0636 0.0837 0.0553 0.0439 0.0828 0.0495 0.0356
262144 | 0.2196 0.2272 0.2158 0.1803 0.1443 0.1271 0.1672 0.1105 0.0876 0.1652 0.0986 0.0710
524288 | 0.4391 0.4544 0.4315 0.3605 0.2884 0.2541 0.3344 0.2208 0.1749 0.3302 0.1969 0.1416
1048576 | 0.8782 0.9088 0.8630 0.7210 0.5768 0.5080 0.6686 0.4414 0.3497 0.6600 0.3936 0.2829
2097152 | 1.7564 1.8176 1.7258 1.4419 1.1535 1.0159 1.3371 0.8827 0.6992 1.3197 0.7868 0.5655
4194304 | 3.5128 3.6351 3.4515 2.8837 2.3070 2.0317 2.6740 1.7653 1.3983 2.6392 1.5732 1.1308

Tabla 5.3: Tiempos tedricos para los algoritmos 5.1, 5.2 y 5.3 medidos en un CRAY T3D utilizando 2, 4, 8 y 16 procesadores.
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CRAY T3D

p
32 64 128 256

n Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 53 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 53 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3
2048 | 0.0017 0.0012 0.0009 0.0019 0.0014 0.0010 0.0024 0.0020 0.0015 0.0032 0.0028 0.0024
4096 | 0.0031 0.0021 0.0015 0.0032 0.0021 0.0015 0.0037 0.0027 0.0020 0.0046 0.0037 0.0028
8192 | 0.0058 0.0037 0.0026 0.0058 0.0036 0.0024 0.0064 0.0043 0.0030 0.0074 0.0053 0.0038
16384 [ 0.0113 0.0070 0.0048 0.0110 0.0065 0.0043 0.0118 0.0073 0.0049 0.0130 0.0086 0.0058
32768 | 0.0223 0.0136 0.0092 0.0213 0.0122 0.0080 0.0226 0.0135 0.0088 0.0242 0.0153 0.0100
65536 | 0.0442 0.0268 0.0180 0.0421 0.0237 0.0155 0.0442 0.0258 0.0167 0.0467 0.0285 0.0184
131072 | 0.0880 0.0531 0.0356 0.0836 0.0468 0.0305 0.0873 0.0504 0.0323 0.0916 0.0550 0.0351
262144 | 0.1757 0.1058 0.0709 0.1665 0.0929 0.0605 0.1735 0.0996 0.0637 0.1814 0.1080 0.0685
524288 | 0.3510 0.2112 0.1413 0.3324 0.1850 0.1204 0.3459 0.1981 0.1264 0.3609 0.2140 0.1353
1048576 | 0.7016 0.4220 0.2823 0.6642 0.3693 0.2402 0.6908 0.3950 0.2517 0.7201 0.4259 0.2689
2097152 | 1.4028 0.8436 0.5643 1.3277 0.7380 0.4798 1.3806 0.7887 0.5024 1.4384 0.8499 0.5362
4194304 | 2.8053 1.6869 1.1281 2.6548 1.4753 0.9590 2.7601 1.5762 1.0038 2.8750 1.6978 1.0707

Tabla 5.4: Tiempos tedricos para los algoritmos 5.1, 5.2 v 5.3 medidos en un CRAY 13D para 32, 64, 128 y 256 procesadores.
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ejecutar el algoritmo 5.2 son sensiblemente mejores que los obtenidos con el algoritmo 5.1. Este hecho no resulta extrano si tenemos en
cuenta que la diferencia basica entre ambos algoritmos radica en que el algoritmo 5.3 calcula en paralelo las soluciones finales, mientras
que el algoritmo 5.1 las calcula de forma secuencial. Una méaquina de este tipo con un coste de las comunicaciones muy bajo permite

que la resolucién del sistema tridiagonal auxiliar se realice en paralelo y resulte més ventajoso que su resolucion secuencial.

También se observa que al aumentar inicialmente el niimero de procesadores, los tiempos disminuyen, como también cabe esperar en
una maquina altamente paralela de estas caracteristicas. Los tiempos se van reduciendo hasta llegar a un cierto niimero de procesadores,
a partir del cual vuelven a ir aumentando. Esta caracteristica no es novedosa, ya se habia producido anteriormente en los capitulos 3 y
4, cuando se expusieron los resultados numéricos para los métodos basados en las formulas de Sherman-Morrison y Sherman-Morrison-
Woodbury. Esto nos permite hablar de un nimero de procesadores éptimo para la ejecucion de los distintos algoritmos y este ntimero
de procesadores éptimo depende del valor de n. Asi, la tabla 5.5 recoge el nimero 6ptimo de procesadores para los distintos tamanos de

matrices cuando se ejecutan los tres algoritmos estudiados en este capitulo.

Nétese la gran similitud de esta tabla con la tabla 4.5 que nos permite afirmar, salvo para algunos casos concretos con valores pequenos

de n, que el nimero 6ptimo de procesadores al ejecutar estos algoritmos en esta maquina es de 64.

5.4.3 Tiempos en un cluster de Pentiums

En esta seccion se analizan los resultados tedéricos sobre un cluster de Pentiums, siguiendo un esquema similar al descrito para las
maquinas anteriores. La tabla 5.6 recoge los tiempos tedricos de ejecucion de los tres algoritmos estudiados en este capitulo para 2, 4 y

8 procesadores.

La tabla 5.6 nos muestra claramente que el algoritmo 5.3 es el mas rapido para cualquier nimero de procesadores siempre que
n > 2048. Para valores de n muy pequenos el algoritmo mas rapido es el algoritmo 5.1, lo que no resulta extrano ya que la matriz

tridiagonal auxiliar no es lo suficientemente grande como para que compense, desde el punto de vista computacional, su resolucién en
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CRAY T3D
n | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3
2048 8 8 16
4096 8 16 16
8192 16 16 16
16384 16 64 64
32768 64 64 64
65536 64 64 64
131072 64 64 64
262144 64 64 64
524288 64 64 64
1048576 64 64 64
2097152 64 64 64
4194304 64 64 64

Tabla 5.5: Niumero éptimo de procesadores en un CRAY T3D para tamanios de matrices comprendidos entre n = 2048 y n = 4194304.
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Cluster de Pentiums
p
2 4 8

n Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 Alg. 52 Alg. 5.3
512 | 0.0005 0.0006 0.0005 0.0008 0.0010 0.0011 0.0012 0.0016 0.0019
1024 | 0.0008 0.0010 0.0008 0.0013 0.0016 0.0014 0.0018 0.0022 0.0023
2048 [ 0.0015 0.0019 0.0014 0.0023 0.0027 0.0022 0.0029 0.0035 0.0031
4096 [ 0.0028 0.0036 0.0025 0.0042 0.0050 0.0036 0.0052 0.0060 0.0047
8192 [ 0.0054 0.0070 0.0048 0.0082 0.0096 0.0055 0.0097 0.0111 0.0079
16384 | 0.0107 0.0138 0.0094 0.0161 0.0188 0.0125 0.0187 0.0212 0.0143
32768 | 0.0213 0.0273 0.0185 0.0319 0.0372 0.0243 0.0367 0.0415 0.0271
65536 | 0.0425 0.0544 0.0367 0.0636 0.0739 0.0479 0.0727 0.0821 0.0528
131072 | 0.0848 0.1086 0.0731 0.1269 0.1474 0.0951 0.1448 0.1633 0.1042
262144 | 0.1695 0.2171 0.1459 0.2535 0.2944 0.1895 0.2889 0.3256 0.2069
524288 | 0.3388 0.4339 0.2915 0.5067 0.5885 0.3783 0.5771 0.6503 0.4124
1048576 | 0.6775 0.8677 0.5826 1.0131 1.1765 0.7558 1.1535 1.2997 0.8233
2097152 | 1.3549 1.7351 1.1650 2.0259 2.3526 1.5110 2.3064 2.5985 1.6451
4194304 | 2.7097 3.4700 2.3298 4.0516 4.7047 3.0213 4.6120 5.1962 3.2887

Tabla 5.6: Tiempos tedricos para los algoritinos 5.1, 5.2 y 5.3 medidos en un Cluster de Pentiums para 2, 4 y 8 procesadores.
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paralelo. Sin embargo, cuando trabajamos con valores grandes de n, los tiempos de ejecucion del algoritmo 5.3 demuestran que resulta
muy conveniente utilizar algin método paralelo para resolver el sistema auxiliar (5.15). Asi, por ejemplo, para n = 4096 y p = 4, la
diferencia de tiempos entre el algoritmo 5.1 y el algoritmo 5.3 es de 0.0006 segundos a favor del algoritmo 5.3, lo que representa un 14%
del tiempo total. Sin embargo, si tomamos n = 4194304 y seguimos con p = 4, ahora la diferencia de tiempos entre ambos algoritmos
es de 1.03 segundos, lo que representa un 25% del tiempo total. Esto significa que resolviendo un sistema tridiagonal de este tamano
con p = 4, podemos ahorrar un 25% del tiempo total si utilizamos el algoritmo 5.3 frente al algoritmo 5.1, que es bastante considerable.
Si duplicamos el nimero de procesadores, el comportamiento es el mismo, con pequenas variaciones en los porcentajes. Para n = 4096

ahora el ahorro en tiempo es del 9% tnicamente, mientras que si aumentamos hasta n = 4194304 el ahorro en tiempo es del 28%.

También destacamos que el comportamiento paralelo de estos algoritmos no es demasiado bueno, ya que aumentan los tiempos al
aumentar el nimero de procesadores, independientemente del tamano de la matriz y del niimero de procesadores. El incremento de
tiempos es mayor cuando pasamos de 2 a 4 procesadores que cuando duplicamos a 8 procesadores. Por ejemplo, si consideramos el
algoritmo 5.1 para n = 4194304 tenemos un aumento del 33% al pasar de 2 a 4 procesadores, mientras que el porcentaje disminuye hasta
el 12% al pasar de 4 a 8 procesadores. Esta caracteristica se repite para los otros algoritmos, si bien con pequenas variaciones en los

porcentajes.

5.4.4 Estudio del speedup

En esta seccién realizamos un estudio del speedup y de la eficiencia para los algoritmos 5.1, 5.2 y 5.3 que hemos estudiado a lo largo

de este capitulo.

En la tabla 5.7 aparecen los valores del speedup y la eficiencia en las tres maquinas que venimos utilizando para obtener los resultados
tedricos. Los mejores valores se obtienen en el CRAY T3D, donde se alcanza un valor del 70% en el algoritmo 4.5 para p = 2. Al
aumentar el nimero de procesadores va disminuyendo la eficiencia de forma notable. Este descenso se hace mas notorio en el IBM SP2

y en el cluster. Los resultados mas negativos se obtienen en el IBM SP2 con conexion ethernet, al igual que ha venido ocurriendo en los
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IBM SP2 switch
speedup eficiencia

p | Alg. 5.1 5.2 5.3 | Alg. 5.1 5.2 Alg. 5.3

2 0.72 0.62 0.79 36.18  30.90 39.55

4 0.59 0.56 0.81 14.83  14.08 20.22

8 0.51 0.51 0.77 6.43 6.32 9.62

(a) IBM SP2 switch
CRAY T3D
speedup eficiencia

P Alg. 5.1 52 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 5.2 Alg. 5.3
2 1.38 1.33 1.40 68.90 66.58 70.13
4 1.68 2.10 2.38 48.97  52.46 59.57
8 1.81 2.7 3.46 22.63  34.28 43.27
16 1.83  3.08 4.28 11.46  19.23 26.75
32 1.72 2.87 4.29 5.39 8.97 13.40
64 1.82 3.28 5.05 3.38 6.07 9.34
128 1.75  3.07 4.82 1.37 2.40 3.76
256 1.68 2.85 4.51 0.66 1.11 1.76

(c) CRAY T3D

IBM SP2 ethernet
speedup eficiencia
p | Alg. 5.1 5.2 5.3 | Alg. 5.1 52 Alg. 5.3
2 0.05 0.04 0.06 237 1.79 2.82
4 0.01 0.01 0.02 0.34 0.29 0.46
8 0.004 0.003 0.005 0.05 0.04 0.06
(b) IBM SP2 ethernet
Cluster de Pentiums
speedup eficiencia
p | Alg. 5.1 5.2 Alg. 5.3 | Alg. 5.1 5.2 Alg. 5.3
2 0.24 0.18 0.27 11.74  9.17 13.66
4 0.16 0.14 0.21 3.93 3.38 5.26
8 0.14 0.12 0.19 1.72  1.53 2.42

(d) Cluster de Pentiums

Tabla 5.7: Speedup y eficiencia de los algoritmos 5.1, 5.2 vy 5.3 para n = 2097152.
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—4—Alg.5.1 —®—Alg.5.2 — —Alg.5.3 —*—Alg.5.1 —®—Alg.52 ——Alg.53

1, 1.00

1,00

08 0.7

0,6 05

. 051

0u 051 03

0.2 0.1

0.00

"

0,0

-0.1

—&—Alg. 5.1 1,00 0,72 0,59 0,51
—&—Alg. 5.2 1,00 0,62 0,56 0,51
— —AR.53 1,00 0,79 0,81 0,77

——Alg. 5.1 1.00 0.05 0.01 0.00
—®—Alg. 5.2 1.00 0.04 0.01 0.00
— —Alg.5.3 1.00 0.06 0.02 0.00

(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Figura 5.3: Valores del speedup en un IBM SP2

capitulos anteriores con todos los algoritmos estudiados.

Hay que notar que los valores del speedup y la eficiencia que se obtienen para estos algoritmos son sensiblemente peores que los
que se obtuvieron para los algoritmos estudiados en los capitulos anteriores. Por ejemplo, en los algoritmos basados en la féormula de
Sherman-Morrison (véase el capitulo 3), se obtuvieron valores del speedup de 9.47. Ahora, sin embargo, el valor maximo del speedup es

de 5.05, lo que representa casi la mitad del primero. Por otra parte, los valores en el IBM SP2 y en el cluster son muy bajos.

Las figuras 5.3 y 5.4 nos muestran los valores del speedup obtenidos en la tabla 5.7.
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— —Alg.5.3 1.00 1.40 2.38 3.46 4.28 4.29 5.05 4.82 451
p

—6—Alg.5.1 —®—Alg.5.2 — —Alg.5.3
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1 2 4 8
—e—Alg. 5.1 1.00 0.24 0.16 0.14
—m—Alg. 5.2 1.00 0.18 0.14 0.12
— —Alg. 5.3 1.00 0.27 0.21 0.19
p

(a) CRAY T3D

(b) Cluster de Pentiums

Figura 5.4: Valores del speedup en un CRAY T3D y un cluster de Pentiums
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Las figuras 5.5 y 5.6 nos muestra los valores obtenidos de la eficiencia para los algoritmos 5.1, 5.2 y 5.3 en las tres maquinas donde

HAlg. 5.1 WAlg.5.2 [Alg. 5.3

HAlg. 5.1 MAlg.5.2 [1Alg. 5.3

— \ \ \ \ \ \ \ i \ - \ : \ \ \
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50
1 2 4 8 1 2 4 8
[JAlg. 5.3 100,00 39,55 20,22 9,61 [JAlg. 5.3 100,00 2,82 0,46 0,06
WAlg.5.2 100,00 30,90 14,08 6,32 WAlg. 5.2 100,00 1,79 0,29 0,04
DAlg.5.1 100,00 36,18 14,83 6,43 DAlg. 5.1 100,00 2,37 0,34 0,04
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Figura 5.5:

Valores de la eficiencia en un IBM SP2

se han estudiado los resultados numéricos teodricos de dichos algoritmos.
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‘DAIg. 5.1 WAlg.5.2 [1Alg.5.3

B!
2%

37
934
53607

=

HAlg.5.1 WAlg.5.2 [1Alg.5.3

p 19,23 878
B 146 4327
9263 3428
52,46 9,57
41,97 ’ 70,13
6659
168,91
: : : : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1 2 4 8 16 32 64 128 256
[1Alg. 5.3 | 100,00 70,13 59,57 43,27 26,75 13,40 9,34 3,76 1,76
BWAlg.5.2 | 100,00 66,59 52,46 34,28 19,23 8,97 6,07 2,40 1,11
DAlg.5.1 | 100,00 68,91 41,97 22,63 11,46 5,39 3,38 1,37 0,66

| 4
0 1 2 % 4 0 6 M 8 %0 100
1 2 4 8
[JAlg. 5.3 100,00 13,66 5,26 2,42
WAlg. 5.2 100,00 9,17 3,38 1,53
DAlg. 5.1 100,00 11,74 3,93 1,72

(a) CRAY T3D

(b) Cluster de Pentiums

Figura 5.6: Valores de la eficiencia en un CRAY T3D y un cluster de Pentiums






Capitulo 6 Estudio comparativo de los algoritmos

En los capitulos anteriores hemos analizado y estudiado en profundidad diversos algoritmos del tipo divide y vencerds que podemos
resumir en tres tipos: algoritmos basados en la aplicacién de la formula de Sherman-Morrison, algoritmos basados en la aplicacion de la
formula de Sherman-Morrison-Woodbury y algoritmos basados en el método divide y vencerds de Bondeli para sistemas tridiagonales.
A lo largo de cada capitulo hemos obtenido tiempos y realizado comparaciones entre algoritmos del mismo tipo; ademads, también
hemos estudidado el comportamiento paralelo de cada uno de los algoritmos a través de su speedup. Sin embargo, no hemos realizado
comparaciones entre todos los algoritmos a nivel general ni hemos analizado qué algoritmo resulta éptimo desde el punto de vista de
tiempo de ejecucién en cada una de las maquinas. Este es nuestro objetivo en este capitulo y para ello analizamos los tiempos obtenidos

para todos los algoritmos en las distintas maquinas.

6.1 Algoritmos divide y vencerds en el IBM SP2

En esta seccién realizamos un estudio comparativo de los tiempos de ejecucién de los diferentes algoritmos estudiados en el transcurso
de esta memoria en una maquina IBM SP2 como la que hemos venido utilizando para obtener resultados teoéricos en los capitulos

anteriores. Ahora nuestro objetivo sera determinar de entre todos los algoritmos estudiados el 6ptimo en esta maquina. Analizamos de

209
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forma separada los resultados para conexion switch y ethernet.

Las figuras 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4 nos muestran los resultados numéricos teéricos de todos los algoritmos estudiados en una méaquina IBM
SP2 utilizando el switch de alto rendimiento. Se observa que para cualquier tamano de matriz y para cualquier niimero de procesadores,
el algoritmo més rapido de tosos es el algoritmo 4.2. También observamos claramente en las graficas que las diferencias de tiempos
entre los cuatro algoritmos basados en la formula de Sherman-Morrison-Woodbury es minima, obteniéndose los mismos tiempos para
algunos tamanos como por ejemplo para n = 2048, n = 16384 y otros. Otro aspecto que resulta destacable es que el algoritmo 5.3
tiene unos tiempos de ejecucién practicamente idénticos a los tiempos del algoritmo mds rapido, siendo las diferencias del orden de 10~°.
Recordemos que el algoritmo 5.3 estaba basado en el método de Bondeli y resolvia el sistema tridiagonal auxiliar en paralelo utilizando

el método del recursive doubling.

Los algoritmos que ofrecen peores tiempos son los que se basan en la férmula de Sherman-Morrison, utilizando la técnica del
desacoplamiento recursivo. Las diferencias de tiempo entre estos y el resto es muy significativa. Asi, por ejemplo, para n = 524288,
tenemos que para p = 4 el algoritmo 4.2 tarda 0.1668 segundos, mientras que el algoritmo 3.4 tarda 0.4631, lo que representa un coste de
casi el triple. Si observamos la graficas 6.4(a) y 6.4(b) que corresponden a tamanos de matriz grandes, notamos que para dos procesadores

se producen las diferencias mas importantes, ya que el algoritmo 3.3 es mas de cuatro veces mas lento que los algoritmos mas rapidos.

En las figuras 6.2, 6.3 y 6.4 también se observa la disminucién en los tiempos que se produce al ejecutar el algoritmo 3.4 cuando el
nimero de procesadores aumenta de 4 a 8. El algoritmo 3.5 dnicamente disminuye sus tiempos para tamanos de matriz superiores a
n = 262144.

En resumen, en una méaquina de este tipo con switch, el algoritmo mas rapido es el 4.2, aunque no existen diferencias significativas

entre este y el resto de algoritmos basados en la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury y el algoritmo 5.3.

Las figuras 6.5, 6.6, 6.7 y 6.8 nos muestran los resultados numéricos tedricos de todos los algoritmos estudiados en una maquina

IBM SP2 utilizando una conexion ethernet. Las mismas conclusiones que obtuvimos anteriormente respecto al algoritmo maéas rapido
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Figura 6.1: Tiempos en un IBM SP2 con switch para n = 512, n = 1024, n = 2048 y n = 4096
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Figura 6.2: Tiempos en un IBM SP2 con switch para n = 8192, n = 16384, n = 32768 y n = 65536
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Figura 6.3: Tiempos en un IBM SP2 con switch para n = 8192, n = 16384, n = 32768 y n = 65536

(d) n = 1048576
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Figura 6.4: Tiempos en un IBM SP2 con switch para n = 2097152 y n = 4194304

son validas ahora para una conexién de tipo ethernet. El algoritmo 4.2 vuelve a ser el més rapido para cualquier tamano de matriz y
para cualquier nimero de procesadores. Asimismo, como se aprecia en las distintas graficas, no existen diferencias significativas entre el
mejor algoritmo, el resto de algoritmos basados en la formula de Sherman-Morrison-Woodbury y el algoritmo 5.3, que tiene unos tiempos

practicamente idénticos al mejor algoritmo.

Se observa en todas las graficas las diferencias tan significativas de tiempo que se producen al ir aumentando el niimero de procesadores.
Sin duda, los elevados valores de los parametros de comunicacién y sincronizaciéon de esta maquina con esta conexién producen un aumento
considerable en los tiempos para todos los algoritmos, independientemente del tamano de la matriz. Asi, aumentar de p=2ap=4o
de p = 4 a p = 8 supone que los tiempos se multiplican por un factor de tres, lo que nos da una idea del mal comportamiento paralelo

de todos los algoritmos en esta maquina con este tipo de conexiéon. Esto queda reflejado en todas las graficas.

La diferencia mas significativa respecto al caso con switch se encuentra en el algoritmo més lento. Si anteriormente el algoritmo mas
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Figura 6.5: Tiempos en un IBM SP2

con ethernet para n = 512, n = 1024, n = 2048 y n = 4096
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Figura 6.6: Tiempos en un IBM SP2 con ethernet para n = 8192, n = 16384, n = 32768 y n = 65536
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Figura 6.7: Tiempos en un IBM SP2 con ethernet para n = 131072, n = 262144, n = 524288 y n = 1048576

(d) n = 1048576
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Figura 6.8: Tiempos en un IBM SP2 con ethernet paran = 2097152 y n = 4194304

lento era el 3.4 en todos los casos y las diferencias con el resto de algoritmos eran muy grandes, ahora no podemos decir lo mismo. Para
p = 2 el algoritmo més lento es el 5.2, salvo para tamanos de n = 2097152 y n = 4194304, en los que el algoritmo 3.4 es ligeramente mas
lento. Para p = 4, el algoritmo 3.4 siempre es algo mas lento que el algoritmo 5.2. Sin embargo, cuando p = 4 esta tendencia se invierte
y el algoritmo 5.2 ya es mas lento que el otro. Lo mas destacable es que no se producen esas diferencias tan enormes que se producian

en el caso anterior entre los algoritmos mas rapidos y mas lentos.

En resumen, los algoritmos basados en la formula de Sherman-Morrison-Woodbury son los que ofrecen mejores tiempos junto con el
algoritmo 5.3.
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6.2 Algoritmos divide y vencerds en el CRAY T3D

En esta seccién realizamos un estudio comparativo de los tiempos de ejecucién de los diferentes algoritmos estudiados en el transcurso
de esta memoria en una maquina CRAY T3D como la que hemos venido utilizando para obtener resultados teéricos en los capitulos

anteriores. Nuestro objetivo vuelve a ser encontrar el algoritmo 6ptimo en esta maquina.

Las figuras 6.9, 6.10, 6.11, 6.12, 6.13 y 6.14 nos muestran los resultados numéricos tedricos de todos los algoritmos estudiados en una
maquina CRAY T3D. Las conclusiones de caracter general sobre el algoritmo mas rapido en esta maquina no difieren de las obtenidas
en los casos anteriores. Los algoritmos basados en la formula de Sherman-Morrison-Woodbury y el algoritmo 5.3 son los més rapidos,

no existiendo diferencias significativas entre ellos.

Las figuras anteriormente citadas nos muestran diversos aspectos en la ejecucion de estos algoritmos en esta maquina que resultan
interesantes. Por ejemplo, uno de los mas destacados es la enorme diferencia de tiempos que existe entre el algoritmo 3.5 y el resto de
algoritmos. Dicho algoritmo es con diferencia el mas lento para todos los tamanos de la matriz de coeficientes y cualquier nimero de
procesadores. Ademas, las diferencias aumentan a medida que aumenta el tamano de la matriz. Asi, para n = 8192 y p = 64 tenemos
que el algoritmo 3.5 tarda 0.0218 segundos mientras que el algoritmo 4.2 tarda tnicamente 0,0024, lo que representa un tiempo nueve
veces menor. Si tomamos n = 4194304 y p = 64, el tiempo que supone la ejecucién del algoritmo 4.2 es casi 12 veces menor que el del
algoritmo 3.5. Notemos también el incremento que experimenta el algoritmo 3.3, valido para p = 2, cuando aumenta el tamano de la
matriz. Para tamanos de matriz superiores o iguales a 32768 dicho algoritmo proporciona el tiempo mas lento considerando todos los

algoritmos y cualquier niimero de procesadores, como se aprecia en la grafica 6.11(a) y posteriores.

Resulta destacable la enorme diferencia en el comportamiento de los algoritmos 3.4 y 3.5 en esta maquina. Si en el IBM SP2 se
habia observado que las diferencias de tiempos entre estos algoritmos no era demasiado grande y en la mayoria de los casos siempre era
favorable al algoritmo 3.5, ahora sucede todo lo contrario. En primer lugar, las diferencias entre ambos algoritmos son tinicamente muy

pequenas para p = 4. A medida que aumenta el nimero de procesadores, estas diferencias van creciendo hasta llegar en algunos casos
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Figura 6.9: Tiempos en un CRAY T3D para n = 2048 y n = 4096.
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Figura 6.10: Tiempos en un CRAY T3D paran = 8192 y n = 16384.
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Figura 6.11: Tiempos en un CRAY T3D para n = 32768 y n = 65536.
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Figura 6.12: Tiempos en un CRAY T3D paran = 131072 y n = 262144.
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Figura 6.13: Tiempos en un CRAY T3D para n = 524288 y n = 1048576.
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Figura 6.14: Tiempos en un CRAY T3D para n = 2097152 y 4194304.
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a ser del triple. Por otra parte, se observa que el algoritmo 3.4 posee un comportamiento paralelo similar al del resto de algoritmos,
disminuyendo los tiempos al aumentar el nimero de procesadores hasta 64. Este hecho no se repite para el algoritmo 3.5, que aumenta

continuamente sus tiempos al aumentar el nimero de procesadores.

Nos detenemos un poco mas en el aspecto del comportamiento paralelo de estos algoritmos. Uno de los aspectos mas notables del
comportamiento de estos algoritmos en una maquina de este tipo es que, a diferencia de lo que ocurria en los casos anteriores con el IBM
SP2, se observa una disminucién de los tiempos al ir aumentando el nimero de procesadores. Esta disminucion no se aprecia claramente
en las graficas debido a las diferencias de tiempos entre los algoritmos mas rapidos y el mas lento. Sin embargo, si se advierte una clara
disminucién de tiempos al aumentar dep=2ap=4,dep=4ap=8y dep=_8ap=16. El nimero de procesadores para el que se

obtienen los mejores tiempos es 64, aunque las diferencias de tiempos para 32, 64 y 128 procesadores es minima.

6.3 Algoritmos divide y vencerds en un cluster de Pentiums

Las figuras 6.15, 6.16, 6.17 y 6.18 nos muestran los resultados numéricos teéricos de todos los algoritmos estudiados en un cluster de

Pentiums.

Las conclusiones de caracter general que se obtienen en esta maquina no difieren sustancialmente de las obtenidas en las maquinas
anteriores respecto al algoritmo mas rapido. Los algoritmos basados en la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury y el algoritmo 5.3
nos proporcionan los mejores resultados, especialmente el algoritmo 4.2 que es ligeramente méas rapido que el resto para ciertos valores
de n y p. En las gréficas 6.15, 6.16(a), 6.16(b) y 6.16(c) se observa esta pequena diferencia de tiempos para valores de n < 32768. A
medida que n toma valores cada vez mayores, los tiempos de estos algoritmos se van igualando paulatinamente hasta que en muchos

casos son idénticos.

Comparando las gréficas que se obtienen en esta maquina con las obtenidas en el resto de maquinas notamos claramente que el
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Figura 6.15: Tiempos en un cluster de Pentiums para n = 512, n = 1024, n = 2048 y n = 4096

0,0030
mAlg. 3.3
0,0025 mAlg. 3.4
0,0020 DAlg. 3.5
OAb. 4.2
t 00015 mAlg. 43
0,0010 EAl. 4.4
0,0005 1 WAl. 45
DAlg. 5.1
0,0000 mAl. 5.2
4
mAlg.53
p
(b) n = 1024
0,007
EAlg. 3.3
0,008 mAlg. 3.4
0,005 OAb.35
0,004 DAlg. 4.2
t
0,003 WAl 43
0,002 H WAl 44
WAl 4.5
0,001 H
DAlg. 5.1
0,000 mAlg.52
4
mAlg.53
p

(d) n = 4096



228 6 Estudio comparativo de los algoritmos

0,014 0,025
EAlg. 3.3 [EAlg. 3.3
0012 HAlg. 3.4 0,020 HAlg.3.4
0,010 DOAK.35 DAlg. 3.5
. 0,008 +—— DAg. 4.2 0,015 1 CIAlg. 4.2
t
1] WAlg. 4.3 WAl 4.3
0,006 |g 0,010 1 9
mAlg. 44 4
0,004 1| 9 mAlg. 4.4
WAlg. 4.5 0,005 A WAlg. 45
0,002 1
DAlg. 5.1 DAl.5.1
0,000 WAlg. 5.2 0,000 WAlg.5.2
2 8 WAlg.53 2 4 8 WAlg. 53
p p
(a) n = 8192 (b) n = 16384
0,050 0,10
0,045 OAlg. 3.3 0,09 OAlg.3.3
0,040 HAlg. 3.4 0,08 WAlg. 3.4
0,035 OAl.35 0,07 OAl.35
0,030 7 OAlg. 4.2 0,06 7 DAlg. 4.2
' 0,025 WAl 4.3 t 0,057 WAl 4.3
0,020 1 9.4 0,04 9.4
0.015 | mAlg. 4.4 0.03 4 TAlg. 4.4
0,010 A WAlg.45 0,02 1 WAlg. 45
0,005 OAlg. 5.1 0,01 OAlg.5.1
0,000 WAlg.52 0,00 WAlg.5.2
2 8 WAlg.53 2 4 8 mAlg.53
p p
(c)n = 32768 (d) n = 65536

Figura 6.16: Tiempos en un cluster de Pentiums paran = 8192, n = 16384, n = 32768 y n = 65536



6.3 Algoritmos divide y vencerds en un cluster de Pentiums

229

040 HAl. 3.3
035 HAl. 3.4
0,30 OAlg. 3.5
025 OAlg. 4.2
t 020 HAlg. 43
015 HAl. 4.4
0101 WAlg. 4.5
OAlg. 5.1
0,057 ﬁi WAlg.52
000 ) HAlg. 53
HAl. 33

]

(a) n = 131072
0.8
01 HAlg. 33
0.6 HAly. 3.4
05 ] OAlg. 3.5
CAlg. 4.2
to4y HAlg. 43
0.3 1 DAly. 4.4
0.2 7 WAl 45
0,11 DAlg.5.1
0.0 WAly.5.2
4 8 HAl. 5.3
p

0,40
0.35 EAl. 3.3
030 HAl. 3.4
0,25 OAlg. 35
0,20 OAl. 4.2
015 WAly. 43
0,10 EAly. 44
0.05 WAl 45
0,00 DAlg. 5.1
WAlg. 5.2
HAly. 5.3
(b) n = 262144
16
14 HAlg. 3.3
2 HAl. 3.4
1ol CAlg. 3.5
08 ] OAlg. 4.2
WAL 43
06 7 mAlg. 4.4
041 HAl. 45
021 DAlg. 5.1
00 WAlg. 5.2
4 HAl. 5.3
p

(c)n = 524288

Figura 6.17: Tiempos en un cluster de Pentiums paran = 8192, n = 16384, n = 32768 y n = 65536

(d) n = 1048576
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Figura 6.18: Tiempos en un cluster de Pentiums para n = 2097152 y n = 4194304

comportamiento de estos algoritmos es mucho mas parecido al comportamiento de los mismos en el IBM SP2 que en el CRAY T3D.
Notemos que el comportamiento numérico de los algoritmos 3.4 y 3.5 no sigue las caracteristicas observadas en el CRAY T3D. Ahora los
tiempos calculados para dichos algoritmos estan mucho mas préximos al resto de algoritmos de lo que lo estaban en el CRAY T3D. Asi,
por ejemplo, para un valor pequeno de n como 1024 o 2048, el algoritmo 3.4 ofrece mejores tiempos que los algoritmos 4.3, 4.4, 4.5, 5.2
v 5.3. Esta caracteristica no se produce cuando n > 8192, donde los algoritmos basados en la férmula de Sherman-Morrison vuelven a

ser mas lentos, aunque las diferencias entre ellos no son significativas.



Apéndice A

Conclusiones y lineas futuras de trabajo

En esta memoria se estudian diversos algoritmos BSP del tipo divide y vencerds para la resolucion de sistemas lineales tridiagonales,
utilizando tres métodos distintos. El primero se basa en la aplicacién de la férmula de Sherman-Morrison y constituye una modificacion
del método del desacoplamiento recursivo; el segundo esta basado en la aplicacion de la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury para

el célculo de la inversa de una matriz, mientras que el tercero se basa en el método de Bondeli para sistemas tridiagonales.

Se calcula el coste computacional de todos los algoritmos estudiados, siguiendo el modelo de coste que nos proporciona el modelo
de computacion paralela BSP. También se realiza un estudio del comportamiento paralelo de todos estos algoritmos, basandonos en el
calculo del speedup y de la eficiencia de los mismos. Las maquinas donde se predicen estos resultados son un IBM SP2, un CRAY T3D
y un cluster de Pentiums. El IBM SP2 admite un switch de alto rendimiento y una conexion de tipo ethernet, lo que produce distintos

valores de los parametros BSP de la maquina.

Basandonos en el método del desacoplamiento recursivo, se obtiene un algoritmo para 2 procesadores y dos algoritmos para 2™
procesadores, con m > 1. La diferencia bésica entre ambos radica en el modelo de comunicacién que utilizan: en el primero de ellos se

utiliza un esquema de tipo fan-in, mientras que en el segundo se envian los datos al procesador principal, que es el encargado de acabar la
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computacién. Una comparativa de ambos algoritmos nos permite afirmar que cuando utilizamos una maquina donde las comunicaciones
son muy rapidas, como es el CRAY T3D, el algoritmo basado en un esquema de comunicaciones fan-in siempre es mas rapido que el
otro. Esto no sucede para el resto de maquinas, salvo para el caso del IBM SP2 con switch, trabajando con 8 procesadores y para valores

de n > 4096, siendo n X n el tamano de la matriz de coeficientes.

Basados en la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury, se estudian cuatro algoritmos BSP cuyas diferencias se encuentran en el
modelo de comunicaciones que utilizan y en el método empleado para la resolucion del sistema tridiagonal auxiliar necesario para calcular
la solucién del sistema inicial. Comparando estos algoritmos, concluimos que tanto en el IBM SP2 como en el cluster de Pentiums no se
aprecian diferencias notables en los tiempos de ejecucion de los mismos, aunque el mas rapido de todos es el algoritmo 4.2, en el que cada
procesador resuelve el sistema tridiagonal auxiliar secuencialmente y las comunicaciones se producen hacia el procesador principal. En el
CRAY T3D, los mas rapidos son los algoritmos 4.4 y 4.5, cuya caracteristica principal es la resolucién en paralelo del sistema tridiagonal

auxiliar utilizando los métodos recursive doubling y de reduccion ciclica, respectivamente.

Tomando como referencia el método divide y venceras de Bondeli, se estudian tres algoritmos distintos. En el primero la solucion
se obtiene en el procesador principal; en el segundo todos los procesadores trabajan hasta el final en la obtencién de la solucién y en
el tercero se resuelve el sistema tridiagonal auxiliar en paralelo utilizando el método recursive doubling. Para todas las maquinas el
algoritmo mas rapido es el algoritmo 5.3, que es el que resuelve en paralelo el sistema tridiagonal auxiliar. Las diferencias son notables
respecto a los otros algoritmos.

El estudio comparativo de todos los algoritmos nos lleva a afirmar que aquellos que presentan los mejores tiempos de ejecucion son los
basados en la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury, especialmente el algoritmo 4.2, junto con el algoritmo 5.3. Los tiempos de estos
dos algoritmos para valores grandes de n son practicamente idénticos. En general, los peores tiempos se obtienen para los algoritmos
basados en la formula de Sherman-Morrison. Si comparamos a nivel global los valores del speedup y de la eficiencia notamos que los mejores
valores los proporciona el algoritmo 3.4, que sigue un esquema de comunicacién de tipo fan-in. Son especialmente destacables los valores
que se obtienen en el CRAY T3D. Su comportamiento paralelo es notablemente mejor que el resto de algoritmos. El comportamiento

paralelo de todos los algoritmos estudiados en el IBM SP2 con conexién ethernet es bastante deficiente como consecuencia de la lentitud
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en las comunicaciones.

En cuanto a las lineas de investigacion futuras, por una parte tenemos el estudio y generalizacién de estos métodos a matrices por
bandas, efectuando comparaciones entre los distintos algoritmos con el fin de obtener un algoritmo dptimo. También es interesante
considerar el caso de matrices tridiagonales simétricas, analizando las simplificaciones que deben ser introducidas en los algoritmos para

aprovechar convenientemente esta estructura.

Una segunda linea de trabajo consistiria en el estudio y profundizacion de estos métodos del tipo divide y vencerds aplicados al
problema del calculo de valores y vectores propios.
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