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Prodlogo

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales tridiagonales en paralelo es un proble-
ma extensamente analizado y estudiado durante las dos tltimas décadas. La razéon para
este interés es doble, por un lado esta el punto de vista académico: el problema presenta
una doble vertiente de desafio por el poco paralelismo inherente que muestra al tiempo
que de sencillez y simplicidad en su tratamiento; por el otro lado estd el punto de vista
de la ingenieria pues son muchas las aplicaciones de diversos campos en las que se hace
necesaria la resolucion de sistemas tridiagonales, tal es el caso del método iterativo para
la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales ADI (Alternating Direction Implicit), el
ajuste de curvas mediante splines ctibicos, el tratamiento estadistico de los fotones en los
rayos laser o la modelizacién del comportamiento eléctrico de las neuronas. La mayoria de
los algoritmos (y aplicaciones para arquitecturas concretas) propuestos para resolver este
tipo de sistemas en paralelo estan basados en los trabajos desarrollados en las décadas de

los sesenta y setenta.

Hockney y Golub [62] proponian en 1965 el primer método especifico para resolver
sistemas tridiagonales: reduccion ciclica (Cyclic Reduction). Aunque originalmente el
método no era paralelo, fue precursor de una amplia familia de algoritmos paralelos basa-
dos en el mismo. El primer algoritmo paralelo para la resolucion de sistemas tridiagonales,
propuesto por Stone [96] en 1973, es el método Recursive Doubling que utiliza transfor-
maciones ( basadas en las propiedades asociativa y conmutativa de la suma y el producto)
distintas a las usadas por el método de la reduccién ciclica y es el embrién de otra familia

de algoritmos para la resoluciéon de sistemas tridiagonales en paralelo.

Otra familia de algoritmos, conocida como divide y venceras (Divide and Conquer),
tiene su origen en los dos algoritmos paralelos para la resolucion de sistemas tridiagonales

propuestos por Sameh y Kuck [93] en 1978; la idea en la que se fundamenta esta familia

XIX
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de algoritmos consiste en la division de un problema en diversos subproblemas mas pe-
quenos, la soluciéon del problema original se obtiene combinando las soluciones de estos
subproblemas. Posteriormente, en 1981, Wang [105] propone un nuevo método (divide y
vencerdas) para la resolucién de sistemas tridiagonales que particiona el sistema en bloques
consecutivos de ecuaciones y utiliza la eliminacién gaussiana para la diagonalizacion de
éstos. Entre otros métodos no pertenecientes a ninguna de las tres familias menciona-
das anteriormente, cabe mencionar el método de las particiones superpuestas ( OQuverlapped

Partitions Method) propuesto en 1993 por Larriba, Jorba y Navarro [72].

Existen diversos modelos que a lo largo de los anos se han ido proponiendo para hacer
factible una computacion paralela de propdsito general. Hasta la fecha no existe un mo-
delo tnico que fundamente el desarrollo de la computacién paralela al igual que el modelo
von Neumann lo ha hecho en la computacion secuencial. El modelo BSP (Bulk Synchro-
nous Parallel) propuesto por Valiant [101] en 1990, es uno de los que mas seriamente se
ha considerado en los tltimos anos como fundamento de una computacién paralela de
proposito general; se caracteriza por disponer de un modelo de coste que permite obtener
una prediccion sobre el tiempo de ejecucion de un algoritmo concreto en un entorno de
computaciéon concreto. Uno de los objetivos de este trabajo ha sido el andlisis del modelo
de coste para lo cual se ha medido, en distintas maquinas paralelas (IBM SP2 y cluster
de PC’s), la desviacion del tiempo de ejecucion real sobre el tiempo de ejecucion previsto
en diversos algoritmos BSP para la resolucion de sistemas tridiagonales. Otro objetivo ha
sido proponer un algoritmo BSP para la resolucion de sistemas tridiagonales estrictamente
diagonal dominantes con buenos resultados de tiempo, objetivo que se ha visto cumplido

con la formalizacion de un nuevo método.

La presente memoria esta estructurada en cinco capitulos; en el capitulo 1 se describen
algunos de los modelos de computacion paralela que se han propuesto a lo largo de los
anos, con especial dedicacion al modelo BSP. En el capitulo 2 se describe el método de
las particiones superpuestas para el que se proponen dos algoritmos BSP y se comparan
entre si. La paralelizacion de la factorizacién LDU de matrices tridiagonales fundamenta
el algoritmo BSP bidireccional para dos procesadores que se formula en el capitulo 3
en el que, ademas, se propone un nuevo método bidireccional para un nimero par de
procesadores basado en el método bidireccional para dos procesadores y en el método
de las particiones superpuestas; asimismo, se plantean dos algoritmos BSP para el nuevo

método y se comparan entre si. El método de las particiones de Wang [105] es un cldsico
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y rapido (véase Larriba [71]) método para la resolucién de sistemas tridiagonales que se
describe en el capitulo 4; en este capitulo se proponen dos algoritmos BSP para el mismo,
uno de los cuales es una modificacion de dicho método que supone una mejora cuando el
nimero de procesadores es grande. En la tltima seccién del capitulo se comparan entre si
ambos algoritmos BSP. En el capitulo 5 y ultimo se comparan entre si todos los algoritmos
BSP descritos y analizados en los capitulos anteriores y se obtiene el 6ptimo para cada una
de las situaciones que han sido objeto de estudio. Es de resenar el buen comportamiento
del nuevo método propuesto en el capitulo tercero frente al método de Wang y al método
(secuencial) de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales, especialmente en un
CRAY T3D y en un CRAY T3E, maquinas en las que se han obtenido sélo tiempos
teodricos haciendo uso del modelo de coste BSP.



Capitulo 1

Computacion Paralela

Cada dia se esta exigiendo mayor potencia de calculo en los computadores, no sélo a
nivel cientifico sino a otros: industrial, comercial, etc. Cabe esperar que esta demanda se
ird incrementando en el futuro, sobre todo en aplicaciones de simulacién y de tiempo real.
La velocidad en la computacion tiene unos limites, debido a restricciones tecnoldgicas y
logicas, a los que poco a poco se va llegando. Las soluciones que se plantean ante esta
demanda (véase Bilardi y Preparata [12]) se pueden concretar basicamente en dos lineas

de actuacién:

Software. Las soluciones de tipo software consisten en la mejora de los algoritmos
para que estos se ejecuten requiriendo el menor tiempo posible. Ahora bien, los
algoritmos poseen una complejidad y una necesidad de recursos que limitan este

tipo de solucién.

Hardware. Las soluciones de tipo hardware consisten en mejoras en la tecnologia de

computadores que deriven en una mayor rapidez en la ejecucion de instrucciones.

Una solucion alternativa, compatible con las lineas de actuaciéon anteriores, es el parale-
lismo, que por un lado abarca la réplica de unidades de tratamiento de informaciéon con
el objetivo de repartir tareas entre las mismas (espacial o temporalmente) y por otro la

adaptacion de los algoritmos a estas arquitecturas paralelas.
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1.1 Antecedentes de la computacion paralela

En 1936 Turing [99] demostré que, al menos teéricamente, era posible disefiar una
maquina secuencial de propédsito general capaz de llevar a cabo eficientemente cualquier
calculo que pudiese realizar una maquina secuencial de proposito especifico, disenada
por tanto para resolver de forma muy eficiente un determinado tipo de céalculos. Ocho
anos mas tarde von Neumann [23] realiza su propuesta de computador secuencial de
proposito general que refleja los principios del trabajo de Turing en un modelo practico.
En este modelo, conocido con el nombre de “Computador von Neumann”, se han basado
la mayoria de computadores secuenciales construidos desde finales de los anos cuarenta
hasta hoy.

La universalidad proporcionada por el modelo von Neumann ha permitido y estimulado
el desarrollo de lenguajes de alto nivel, lo que, unido a la estabilidad del modelo, ha
fomentado la creacion de aplicaciones de alto nivel portables, ejecutables por tanto en

cualquier computador secuencial con un buen rendimiento.

La busqueda de un mayor rendimiento en las aplicaciones ha impulsado la utilizacion de
la computacion paralela en muchas areas, sin duda, es en el dlgebra lineal numérica donde
mas esfuerzos se han dedicado al desarrollo de algoritmos paralelos; en las dos tltimas
décadas los trabajos sobre algoritmos paralelos para la resolucién de sistemas lineales
(tanto por métodos directos como por métodos iterativos), para el problema de minimos

cuadrados y el célculo de valores propios son abundantes (véanse Gallivan, Plemmons y
Sameh [43], Golub y Ortega [49], Ortega [91] y Ortega, Voigt y Romine [92]).

La transicién desde la computacion secuencial a la computacion paralela no se esta pro-
duciendo sin dificultades. En la mayoria de computadores paralelos que se construyeron
en los anos ochenta sélo era posible obtener un rendimiento aceptable de las aplicaciones
explotando los detalles de la arquitectura de la maquina, esto tiene como consecuencia que
las aplicaciones paralelas producidas para una determinada maquina no se pueden adaptar
con facilidad a otras. La diversidad de arquitecturas paralelas rapidamente cambiantes y
lo laboriosa que resultaba la creacién de las aplicaciones paralelas en esa época, impidio
el crecimiento de la computacion en paralelo. Esa situacion ha mejorado sustancialmente

en la actual década.

Desde principios de los noventa las diferentes clases de computadores paralelos (prin-



1.2 Modelos de computacion paralela 3

cipalmente méaquinas paralelas de memoria compartida o distribuida y redes de estaciones
de trabajo) estan convergiendo a una estructura cada vez mas parecida y se esta evolu-
cionando hacia un modelo arquitectonico estandar, consistente en un conjunto de pares
procesador-memoria interconectados mediante una red de comunicaciéon que permite el
empleo de un espacio de direcciones global. Las razones que explican esta convergencia
son de muy diversa indole, pero fundamentalmente de tipo tecnolégico y econémico. Una
causa es la rapida evoluciéon de los microprocesadores que tiene lugar con un altisimo coste
econdmico, coste que se ve compensado por el elevado nimero de ventas de los mismos.
El mercado de los supercomputadores paralelos es mas pequeno por lo que la evolucién
de los procesadores no se ve compensada econémicamente, de ahi que a principios de los
noventa muchos fabricantes (Intel, Meiko, IBM o CRAY) comenzaran a utilizar los micro-
procesadores existentes en el mercado para construir sus maquinas paralelas en lugar de
disenar (con el coste que ello supone) procesadores especificos para las mismas. Mientras
que la velocidad del procesador aumenta entre el 50% y el 100% cada ano, los tiempos
de acceso a memoria decrecen lentamente, por ello los procesadores actuales necesitan
estructuras de caché muy sofisticadas que ajusten la diferencia entre el tiempo de ciclo
del procesador y el de acceso a memoria. Esta iltima causa ademas del motivo econémico
han sido el mévil para que definitivamente se haya abandonado la linea de construccién de
ordenadores masivamente paralelos y se tienda a converger hacia estructuras de memoria
distribuida.

El proceso de convergencia arquitecténica conlleva la confianza de que en un futuro
no muy lejano se empiece a ver el crecimiento de una industria de hardware y software
paralelos similar a la existente para computacion secuencial. Uno de los principales obje-
tivos de esta industria debe ser crear software escalable, es decir, ejecutable en cualquier
arquitectura con un gran rendimiento sin que este sufra menoscabo cuando aumente el
tamano de problema o el nimero de procesadores. El éxito en este reto provocara la
extension de la computacion paralela mas alla del ambito de las aplicaciones cientificas

para convertirse en la forma habitual de computacion.

1.2 Modelos de computacion paralela

Existen diversos modelos que a lo largo de los anos se han ido proponiendo para

hacer factible una computacion paralela de propdsito general. Hasta la fecha no existe
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un modelo Unico que fundamente el desarrollo de la computacion paralela al igual que
el modelo von Neumann lo ha hecho en la computacion secuencial. En esta seccion se
describen brevemente algunos de estos modelos, utilizados para el analisis tedérico y diseno

de algoritmos paralelos.

1.2.1 El modelo PRAM (1978)

El modelo PRAM (Parallel Random Acces Machine) es uno de los mas conocidos y

utilizados histéricamente para el anélisis de la complejidad de los algoritmos paralelos.

En este modelo, se considera un conjunto ilimitado de procesadores, cada uno de ellos
con una pequena memoria local, que ejecutan todas las instrucciones sincronizadamente
y tienen acceso a una memoria comun. En una unidad de tiempo cada procesador puede

realizar cualquier subconjunto de las siguientes operaciones:

e leer dos valores de la memoria global,
e realizar una de las operaciones basicas sobre los dos valores leidos,

e escribir un valor de vuelta en la memoria.

La comunicacion entre procesadores se realiza exclusivamente a través de la memoria
global, mediante la lectura de posiciones de memoria en las que previamente ha escrito otro
procesador. Dependiendo de forma de lectura o escritura de dos o mas procesadores en las
mismas posiciones de memoria concurrentemente, el modelo PRAM puede ser clasificado

en cuatro subgrupos:

e CRCW (Concurrent Read Concurrent Write), todos los procesadores pueden leer y
escribir en las mismas posiciones de memoria concurrentemente, durante una unidad

de tiempo.

e CREW (Concurrent Read Exclusive Write), durante una unidad de tiempo, varios
procesadores pueden leer determinadas posiciones de memoria pero sélo uno puede

escribir en ellas.
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e ERCW (Ezxclusive Read Concurrent Write), durante una unidad de tiempo, varios
procesadores pueden escribir en determinadas posiciones de memoria pero sélo un

procesador puede leerlas.

e EREW (FEzclusive Read Ezclusive Write). Este es el modelo mas restrictivo, sélo
un procesador puede leer determinadas posiciones de memoria y sélo un procesador

puede escribir en ellas, durante una unidad de tiempo.

La complejidad de un algoritmo PRAM viene dada en términos del nimero de fases o
pasos de que consta y del niimero maximo de procesadores necesario en cada uno de los

pasos.

Aun cuando es un modelo enormemente atractivo para el andlisis y diseno de algo-
ritmos paralelos es poco realista, fundamentalmente por la suposicion de que todos los
procesadores operan de forma sincrona y que la comunicacion entre los procesadores se
lleva a cabo, por medio de la memoria global, sin coste alguno. A pesar de su utilidad
tedrica, el modelo PRAM es dificilmente implementable en arquitecturas con memoria
distribuida, existen variaciones del modelo que han tratado de eliminar restricciones para
obtener un modelo mas practico pero conservando gran parte de su simplicidad. Para ma-
yor informacion, véanse Aggarwal, Chandra y Snir [1, 2|, Fortune y Wyllie [42], Gibbons
48] v Karp, Luby y Meyer auf der Heide [67].

1.2.2 El modelo BSP (1990)

El modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel) es uno de los que més seriamente se
ha considerado en los tltimos anos como fundamento de una computacién paralela de
propoésito general. Fue propuesto por Valiant [101] en 1990, en un intento de lograr un

modelo puente entre teoria y practica mucho més realista que el modelo PRAM.

Un computador BSP consiste en un conjunto de pares procesador-memoria, una red
de comunicacién global y un mecanismo para la sincronizacion de todos los procesadores

o un subconjunto de ellos, véase la figura 1.1.

El modelo utiliza cuatro parametros para caracterizar a un computador paralelo:

e p es el numero de procesadores.
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Figura 1.1: Computador BSP: modelo arquitecténico.

e s es la velocidad de computacion de cada procesador.
e [ es el tiempo necesario para realizar una sincronizacion entre los procesadores.

e ¢ es la razon entre la capacidad total de computacién por segundo y la capacidad

total de comunicacion por segundo.

El parametro [ esta relacionado con la latencia de la red, es decir, con el tiempo necesario
para realizar un acceso a una memoria remota en una situaciéon de continuo trafico en
la red. El parametro g corresponde a la frecuencia con que se pueden realizar accesos a
memoria remota, en las maquinas con valores altosde g los accesos a memoria no local

deben llevarse a cabo con poca frecuencia.

En el diseno de algoritmos BSP es conveniente asegurar que por cada peticion de acceso
a memoria no local que haga un procesador, éste sea capaz de ejecutar g operaciones

sobre datos locales. El rendimiento de la red de conexion global se describe en funcion
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de los valores de [ y g, por lo que el modelo ofrece la posibilidad de disenar algoritmos
parametrizados por esos valores e implementables eficientemente en un amplio rango de

arquitecturas con valores diversos de [ y g.

En la secciénl.5 se describira este modelo con mayor detalle.

1.2.3 El modelo LogP (1993)

El modelo LogP, propuesto por Culler, Karp, Patterson, Sahay, Schauser, Santos,
Subramonian y voon Eicken [34] en los dltimos anos, intenta reflejar las tendencias tec-
nolégicas de los computadores paralelos: multiprocesador con memoria distribuida en el
que los procesadores se comunican mediante paso de mensajes, y pretende ser 1til en el
desarrollo de algoritmos paralelos portables y eficientes asi como aportar ideas para el
diseno de maquinas paralelas. Esta caracterizado por cuatro parametros que modelan el
ancho de banda de comunicacion, el tiempo de comunicacion y la eficiencia de simultanear

comunicacion y célculo:

e p es el numero de procesadores.

e [ es una cota superior de la latencia que se produce al realizar una comunicacion

punto a punto de un mensaje corto, desde un procesador origen a otro destino.

o (overhead) se define como el tiempo en que los procesadores estan ocupados en la

transmision o recepcion de un mensaje y no pueden realizar ninguna otra tarea.

g(gap) es el minimo intervalo de tiempo requerido en un procesador entre dos envios
o recepciones consecutivas, su reciproco corresponde al ancho de banda disponible

por cada procesador.

La eleccion de estos parametros pretende recoger de forma precisa las caracteristicas
del funcionamiento de las maquinas reales, esto hace que la utilizacién del modelo para el
desarrollo y andlisis de algoritmos no sea sencilla. En [11], Bilardi, Herley, Pietracaprina,
Pucci y Spirakis realizan una comparacién cuantitativa entre los modelos LogP y BSP
y senalan que ambos modelos pueden simularse eficientemente entre si por lo que es
preferible el modelo BSP debido a su mayor simplicidad.
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1.2.4 Data-Parallel

Dentro del campo de la computacion paralela escalable, el paradigma data-parallel
constituye otra alternativa importante a la construccion de programas. Existe un buen
numero de lenguajes de programacion y elegantes teorias desarrolladas en torno al mismo,

véase por ejemplo Skillicorn [94].

Data-parallel, més que una base tedrica para el andlisis de la complejidad de los algo-
ritmos paralelos es un modelo de programacion que se basa en la distribuciéon de los datos
entre los distintos procesadores y en la generaciéon automéatica por parte del compilador
de la comunicacion necesaria para llevar a cabo los calculos, resulta particularmente apro-
piado para problemas en los que la localizacion es crucial. Un buen ejemplo practico de
lenguaje de programacion basado en este modelo lo constituye High Performance Fortran,

véase Koelbel, Loveman, Schreiber, Steele y Zosel [68].

1.2.5 Modelos de paso de mensajes (1989)(1992)

Los modelos de paso de mensajes estan basados en primitivas de comunicacién de
los procesadores mediante pares de envio-recepcion, no disponen de un modelo analitico
sencillo con el que estudiar o poder predecir el coste de los algoritmos paralelos, son dificiles
de usar y los programas dificiles de depurar. Los maés utilizados son PVM (Parallel Virtual
Machine) y MPI (Message Passing Interface).

La libreria de paso de mensajes PVM permite que una red heterogénea de computa-
dores aparezca como un simple recurso: una maquina virtual. Su desarrollo se inicié en
1989 en el ORNL (Oak Ridge National Laboratory), Tennessee, MI; en los ultimos afios
ha sido implementada para la mayoria de sistemas multiprocesadores y ha constituido
practicamente el modo estandar de escribir programas paralelos en sistemas de memoria
distribuida, por lo que tiene alcanzado el objetivo de conseguir codigos paralelos portables.
Para un mayor detalle pueden consultarse Beguelin, Dongarra, Geist, Jiang, Manchek y
Sunderam [7, 8, 9] y Geist [44].

El principal objetivo de MPI es aportar un estandar para escribir programas paralelos
portables con paso de mensajes. En su diseno, iniciado en 1992, se tuvo en cuenta los

rasgos de un buen numero de sistemas de paso de mensajes existentes. MPI permite la
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compilacion de librerias separadas y esta disenado para porderse ejecutar en la mayoria de
plataformas paralelas. Véanse Geist, Kohl y Papadopoulos [45] y Gropp, Lusk y Skjellum
[55].

1.3 Plataformas de computacién paralela

Los multiprocesadores se pueden clasificar de varias formas, atendiendo a diversos
criterios. Una importante clasificacién (debida a Flynn [41]) se basa en la posibilidad de

procesar uno o mas flujos de instrucciones y/o datos, pueden darse cuatro posibilidades:

SISD (Simple Instruction Simple Data). Un flujo simple de instrucciones opera sobre

un flujo simple de datos, este es el modelo clasico de von Neumann.

SIMD (Simple Instruction Multiple Data). Un flujo simple de instrucciones opera so-
bre multiples flujos de datos. Todos los procesadores ejecutan la misma instrucciéon
aunque sobre distintos datos. A este tipo pertenecen fundamentalmente los proce-
sadores matriciales y los seccionados (pipelinizados). Permiten un gran nimero de

procesadores.

MIMD (Multiple Instruction Multiple Data). Cada procesador ejecuta su propio c6digo
sobre datos distintos a los de otros procesadores. A este tipo corresponden los

multiprocesadores paralelos.

MISD (Multiple Instruction Simple Data). Es teéricamente equivalente al tipo SISD.

Otra clasificacion importante, atendiendo a la situacion fisica de la memoria y a la
forma en que los procesadores acceden a ella, distingue dos grandes clases de computadores
paralelos: los de memoria compartida (shared memory) y los de memoria distribuida

(distributed memory).

Memoria compartida. Todos los procesadores tienen acceso independiente a una
memoria comun, cada uno de ellos posee una pequena memoria local para almacenar
codigo y resultados intermedios. La comunicacion entre los distintos procesadores

se realiza a través de la memoria comun. La principal ventaja de este sistema es
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Figura 1.2: Multiprocesador con memoria distribuida.

que permite comunicaciones muy rapidas entre los procesadores, sin embargo pueden
producirse conflictos en el acceso a los datos, asi como tiempos de contencién cuando
un procesador deba esperar a que otro haya leido o actualizado un dato. Este tipo

de problemas se incrementa al aumentar el niimero de procesadores.

Memoria distribuida. Cada procesador posee su propia memoria local inaccesible a
los dema&s. Los procesadores estan conectados entre si, a efectos de intercambio de
datos, mediante una red de interconexion (véase la figura 1.2). La comunicacién
entre los distintos procesadores debe realizarse mediante paso de mensajes, lo que

conlleva un retraso en el tiempo de ejecucion similar al tiempo de contencién.

Por lo general los elementos de memoria de los multiprocesadores con memoria distri-
buida tienen menor capacidad que el tnico elemento de memoria de un multiprocesador
con memoria compartida. Esto implica que los datos necesarios para resolver un proble-
ma deben distribuirse de forma adecuada entre los procesadores, intentando minimizar la

duplicacion de datos y equilibrar la carga entre los distintos procesadores.
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Un aspecto fundamental en los computadores paralelos es la topologia del sistema:
forma en que estan conectados los procesadores. Teniendo en cuenta que la comunica-
cion debe realizarse mediante paso de mensajes a través de la red de interconexion, es
importante que la longitud del camino mas largo que conecta dos procesadores sea lo més
pequena posible, dicha longitud se conoce como diametro del sistema. También son
importantes los llamados algoritmos de encaminamiento que marcan los caminos que
deben seguir los mensajes para evitar las colisiones, mensajes que basicamente son de tres

tipos:

e punto a punto: de un procesador a otro procesador,
e difusiones: mensajes que desde un procesador deben llegar a todos los demas, y

e reducciones: mensajes que desde todos los procesadores deben llegar a uno con-

creto.

De entre las distintas topologias que se pueden considerar, las mas utilizadas son las
de anillo y malla. En la topologia de anillo cada procesador estd conectado a sus dos
vecinos, para conectar p procesadores se requieren exclusivamente p lineas por lo que es
sencilla y facilmente ampliable. Puede resultar poco eficiente debido a que el diametro es
grande: p — 1. Dependiendo de que las lineas permitan la comunicaciéon en un sentido o
en los dos, el anillo puede ser unidireccional o bidireccional. La figura 1.3 muestra estas

dos topologias.

La topologia de malla comprende muy distintos tipos configuracién. En una malla
bidimensional las lineas de interconexién corresponden a las fibras de la misma y los pro-
cesadores a los cruces de la malla, como se muestra en la figura 1.4. Cada procesador esta
conectado a sus procesadores vecinos, obteniéndose asi con pocas conexiones diametros
pequenos. Superponiendo varias mallas bidimensionales y conectando los procesadores
correspondientes se obtiene una malla tridimensional. Una variante consiste en conectar
los procesadores de la primera fila con los correspondientes de la tltima fila y los procesa-
dores de la primera columna con los correspondientes de la tltima columna, obteniéndose

una estructura toroidal (véase la figura 1.5) en la que se reduce el didmetro .

A continuacién se proporciona una breve descripcion de algunos de los supercompu-

tadores paralelos mas usados.
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Anillo bidireccional

Figura 1.3: Topologia de anillo.
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Figura 1.4: Topologia de malla bidimensional.
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Figura 1.5: Topologia de malla tridimensional.

IBM SP2. Los supercomputadores de calculo paralelo IBM SP2 son sistemas multi-
procesadores que pertenecen a la familia de productos RISC System/6000 de IBM,
estan basados en la tecnologia de estacion de trabajo que utilizan los procesadores
POWER y POWER?2 y se caracterizan entre otros aspectos por su escalabilidad (el
sistema puede ampliarse en potencia incorporando més nodos conforme aumenten
las necesidades) y su compatibilidad con las aplicaciones existentes para AIX en
sistemas inferiores de la familia RS/6000.

Se trata de computadores paralelos de memoria distribuida en los que los nodos
estan interconectados a través de un sistema de comunicacién formado por la red
de transmision de datos (High Performance Switch - HPS) y los adaptadores que
conectan los nodos al switch, estos adaptadores disponen de un microprocesador que
realiza parte del trabajo necesario para llevar a cabo el intercambio de mensajes entre
los procesadores y de alguna memoria para buffers.

En la figura 1.6 se detalla la estructura basica de un IBM SP2 en la que pueden
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destacarse los siguientes elementos.

La estacion de control, desde la cual se instala, administra y monitoriza todo

el sistema.

El frame (marco), que contiene los distintos elementos que componen el siste-
ma, excepto la estacién de control. Un frame puede contener hasta 16 nodos,
pudiendo interconectarse con otros frames para crear sistemas de hasta 128

nodos.

Los nodos, cada uno de los cuales es un ordenador completo. Cada frame puede
almacenar hasta dieciséis nodos thin, ocho wide y cuatro 604 high. Mientras
un nodo thin o wide sélo puede incorporar un procesador del tipo POWER,
un nodo 604 high tiene capacidad para almacenar hasta ocho procesadores
PowerPC 604. De la misma forma, el nimero de slots de expansién y de discos

internos que se pueden instalar en un nodo depende también de su tamano.

El High Performance Switch que interconecta los nodos de un frame propor-
cionando un ancho de banda de hasta 110 Megabytes por segundo entre cada

par de nodos.

Una red local ethernet, que interconecta los nodos y la estacién de control (en

este caso con un menor ancho de banda que el proporcionado por el HPS).

Una linea serie RS-232 que conecta la estaciéon de control con cada uno de
los frames con el fin de gestionar el hardware (parada y encendido de nodos,

monitorizacion, etc). Existe una linea serie por cada frame.

Silicon Graphics POWER CHALLENGE. Los supercomputadores POWER CHA-
LLENGE son multiprocesadores de memoria compartida que usan procesadores
RISC superescalares R10000 y R8000. La linea de productos POWER CHALLEN-
GE de Silicon Graphics ofrece sistemas desde 2 a 12 nodos como el POWER CHA-
LLENGE L (con un precio bajo o moderado) hasta supercomputadores con hasta
288 procesadores como el POWER CHALLENGE array.

CRAY T3E. Los sistemas paralelos escalables CRAY T3E estan construidos sobre la
arquitectura de la primera generacién de sistema escalable de CRAY, el CRAY T3D.

Se trata de un multiprocesador de memoria compartida . Los microprocesadores son

DEC Alpha EV5 con un rendimiento pico de 600 Mflops. Cada procesador tiene su

propia memoria local con una capacidad entre 64 Mbytes y 2 Gbytes. Un subsistema
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Estacion de control

Figura 1.6: Estructura bdsica de un IBM SP2.

de memoria direccionable globalmente, hace accesibles todas las memorias para
cualquier procesador en un sistema CRAY T3E. Los procesadores estan conectados

mediante una red con topologia en toro.

CONVEX Exemplar SPP1000. Un sistema Exemplar SPP1000 consiste en un con-
junto de hipernodos (de 1 a 16). Cada hipernodo a su vez contiene de 4 a 8 pro-
cesadores HP PA-RISC 7100 y una memoria local (de 256 Mbytes hasta 2Gbytes).
Los procesadores se organizan por pares en bloques funcionales. Dentro de cada
hipernodo las (hasta) 4 unidades funcionales acceden a memoria a través de una
red de interconexion que permite la conexién directa de todos los nodos con el resto
(crossbar). La conexién entre hipernodos se lleva a cabo mediante una coleccién
de anillos. Se tienen por tanto dos costes de acceso a memoria distintos segin que
un procesador acceda a una memoria local a su hipernodo o remota situada en un

hipernodo distinto.
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1.4 Medidas de paralelismo

En esta seccién se definen algunos de los conceptos y parametros que se utilizan para
evaluar el rendimiento de los algoritmos paralelos. Se supone que el sistema en el que se

ejecuta el algoritmo paralelo dispone de p procesadores.

El grado de paralelismo de un algoritmo numérico es el niimero de operaciones que
pueden realizarse en paralelo, este parametro es especifico del algoritmo y no depende del
numero de procesadores del sistema. Relacionado con este concepto esta el de granula-

ridad que es el tamano de las tareas realizables en paralelo de forma independiente.

Los parametros mas usados para medir el paralelismo de un algoritmo son el incre-
mento de velocidad y la eficiencia del mismo. Se llama incremento de velocidad S,

(speed-up ) de un algoritmo paralelo al cociente

tiempo de ejecucion en un solo procesador
=

Y

tiempo de ejecucion en p procesadores

en la practica S, < p.

Relacionada con la medida anterior estd la eficiencia E,, de un algoritmo paralelo con
respecto a si mismo, que mide el grado de utilizaciéon de los procesadores del sistema al

ejecutar en éste el algoritmo paralelo, se define como el cociente

y en la practica es menor o igual que 1.

El objetivo, a la hora de disenar un algoritmo paralelo, es conseguir la mayor eficien-
cia posible. En la practica, la eficiencia disminuye cuando se incrementa el nimero de
procesadores, entre los factores que mas influyen en la reduccion de la misma se pueden
destacar la pérdida de paralelismo del algoritmo, el tiempo requerido para la comunica-
cion y sincronizacion entre los procesadores y el desequilibrio de la carga computacional
(en la distribucién de las tareas entre los distintos procesadores debe procurarse que to-
dos tengan una cantidad de trabajo similar, a fin de evitar que algunos procesadores se

mantengan inactivos).

Aunque son mas significativos los valores del incremento de velocidad y la eficiencia

con respecto al mejor algoritmo secuencial que con respecto al propio algoritmo ejecutado
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en un solo procesador, dichos valores se suelen calcular aplicando las definiciones dadas
anteriormente ya que en muchos problemas resulta dificil (si no imposible) determinar

cual es el mejor algoritmo secuencial.

1.5 El modelo BSP

El modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel) es una generalizaciéon del modelo PRAM
inicialmente propuesta por Valiant [101] en 1990. Durante los tiltimos nueve anos, la apro-
ximacion del modelo BSP a un modelo de propdsito general para la computacion paralela
ha sido desarrollado por McColl [15, 16, 52, 59, 83, 84, 85, 86] en estrecha colaboracién con
Valiant. Su trabajo en algoritmos BSP, arquitecturas y lenguajes hace suponer que BSP
proporciona un robusto modelo para la computacion paralela y ofrece software paralelo

con la doble perspectiva de escalabilidad e independencia de la arquitectura paralela.

Como ya se ha comentado en la subseccion 1.2.2, un computador BSP consiste en un
conjunto de procesadores cada uno de ellos con una memoria local, una red de comu-
nicacién global que permite la entrega de mensajes punto a punto y un mecanismo que
permite la sincronizacion eficiente de todos los procesadores o un subconjunto de ellos.
No existe ningun tipo de facilidad especial para combinar, replicar o difundir mensajes.
El mecanismo de sincronizacion debe garantizar que todos los procesadores, o un sub-
conjunto de ellos, alcancen un punto especifico de la computacién antes de que ninguno
continie con la computacion, no tiene por qué ser una parte fisica del computador, puede

ser realizada por el software.
Existe una amplia gama de sistemas informaticos que estan conformados acorde al
modelo BSP, como por ejemplo,

e un simple procesador con cache y memoria off-chip,

e redes de estaciones de trabajo o PC’s con PVM, MPI o cualquier otro software de

paso de mensajes,

e sistemas de multiprocesadores con memoria distribuida como IBM SP2, Intel Para-
gon, Meiko CS2 y Parsytec GC/PowerPlus,
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e sistemas de multiprocesadores con memoria compartida, con la debida asignacién de
memoria para la actual distribucion fisica de la misma, como el multiprocesador IN-
TEL Pentium Pro, Silicon Graphics Origin (o Power Challenge), CRAY T3D/T3E
y Convex SPP.

1.5.1 Los parametros del modelo BSP

Es necesario identificar los parametros que caractericen a un computador BSP. Ob-
viamente, el nimero de procesadores y la velocidad de computacién de cada uno de ellos
son parametros clave. Si se define la unidad de tiempo como el tiempo necesario para
realizar una operacién basica (a menudo se toma una operacién aritmética: suma, resta,
multiplicacién o division, en coma flotante) entonces se puede tomar como unidad de
la velocidad de computacion de un procesador el nimero de operaciones bésicas que

éste puede realizar en un segundo.

Asimismo, la capacidad y velocidad de la red de comunicacién son elementos vitales
en la caracterizacion de un computador BSP. Para facilitar la comparacion entre distintos
computadores BSP, se puede medir el tiempo necesario para la comunicacién en unidades
de la velocidad de computacion. Otro factor a tener en cuenta es el tiempo necesario para
la sincronizacion entre los procesadores, que también se puede en unidades a la velocidad

de computacion.

El modelo BSP utiliza cuatro pardmetros para caracterizar a un computador paralelo.
La definicion de los parametros puede variar segun los distintos autores, quizas la mas
extendida es la de McColl [86] que los define asi:

e p es el nimero de procesadores.

s es la velocidad de computacién de cada procesador, se suele medir en Megaflops

(millones de operaciones aritméticas en coma flotante por segundo).

[ es el nimero minimo de unidades de tiempo necesarias para realizar una sincroni-
zacion entre los procesadores. El parametro corresponde a la latencia de la red de

comunicacion.

e ¢ es la razon entre la capacidad total de computacion por segundo y la capacidad
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Figura 1.7: Ejemplos de distintos tipos de patrones de comunicacién que definen

una h-relacion.

total de comunicacién por segundo, esto es, el cociente entre el nimero total de
operaciones basicas que se pueden realizar en un segundo por todos los procesado-
res y el numero total de unidades de datos que se pueden repartir por la red de

comunicacion en un segundo.

Para explicar el significado del parametro g, se introduce el concepto de h-relacion.
Una h-relacion es un patron de comunicacién global en el que cada procesador puede
enviar o recibir a lo sumo h unidades de datos (las unidades de datos pueden ser, por
ejemplo, palabras de 32 bits). El coste de una h-relacién se define como hg. El modelo
BSP no distingue entre enviar A mensajes de tamano una unidad de datos o enviar un
solo mensaje de tamano h unidades de datos, en ambos casos el coste es hg. En la figura
1.7 se muestran dos ejemplos de patrones de comunicacion que definen una h-relacién: en
el primero se produce una comunicacién ciclica en la que cada procesador envia y recibe

h

h unidades de datos; en el segundo, p — 1 procesadores envian a otro, comun a todos, 1
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Figura 1.8: Espacio generado por los pardametros p, l y g.

unidades de datos.

Como ya se ha comentado anteriormente, para facilitar la comparacién entre distintos
computadores BSP los parametros ¢ y [ se toman normalizados con respecto a s y por
ello este ultimo pardametro se omite a veces. Los restantes parametros, p, [ y g, generan
un espacio (véase la figura 1.8) en el que cualquier computador BSP puede ser localizado

en un punto.

1.5.2 El modelo de programacién

El modelo formulado originalmente por Valiant [101] no hace ninguna presuncién con
respecto al tipo de maquina que representa el modelo BSP. En la practica la implementa-
cién del modelo se ha realizado con posterioridad y se organiza en el formato de progra-
macién SPMD (simple programa, miltiples datos) en el que un sélo texto de programa
se ejecuta en paralelo por un nimero arbitrario de procesadores. En el formato SIMD
(simple instruccién, multiples datos) todos los procesadores utilizan la misma instruccion
al mismo tiempo mientras que en el formato SPMD todos los procesadores ejecutan el

mismo programa pero no necesariamente la misma instruccion al mismo tiempo.
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Sincronizaciones y superpasos

Un programa BSP no es mas que una secuencia de instrucciones dividida en una
serie de fases con la necesaria comunicacion. Esta propuesta de programacién paralela
es aplicable a todo tipo de arquitecturas paralelas: maquinas con memoria distribuida,
con memoria compartida, redes de estaciones de trabajo, etc. y proporciona una base
consistente y general con la que desarrollar software portable para maquinas paralelas
escalables.

Para garantizar cierto grado de determinismo, el modelo BSP utiliza sincronizaciones

con el siguiente doble propésito:

e Asegurar que todos los procesadores llegan al mismo punto de ejecucién del progra-
ma antes de que ningin procesador pueda continuar, lo que a menudo es llamado
barrera de sincronizacién. El modelo propuesto por Valiant [101] supone que algu-
nos de los procesadores pueden quedar excluidos de la sincronizacién (sincronizacién

de un subconjunto de procesadores).

e Asegurar que todas las comunicaciones pendientes se realicen.

El conjunto de instrucciones entre dos sincronizaciones sucesivas se denomina superpa-
so. Durante un superpaso, el proceso paralelo corre independientemente, cada procesador
trabaja con los datos de que disponia al iniciar dicho superpaso y puede iniciar reque-
rimientos de lectura o escritura sobre datos remotos que podran utilizarse en futuros

superpasos. La figura 1.9 muestra un segmento de un programa BSP.

No existe ninguna suposicion especifica sobre la técnica que deben utilizar los com-
putadores BSP para la sincronizacion entre procesadores. En general, una barrera de

sincronizacién consta de dos fases:

e Fase de reduccion, en la que todos los procesadores senalan que estan listos para

sincronizar (han llegado al mismo punto de ejecucién del programa).

e Fase de expansidn (broadcast), en la que, tras la fase de reduccién, cada procesador

senala que puede continuar.
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Figura 1.9: Segmento de un programa BSP.

Una barrera de sincronizacion puede ser implementada mediante hardware o mediante

software:

e Mediante hardware cada procesador emite una senal cuando esta listo para sincro-

nizarse, esa senal es recogida en un circuito eléctrico que determina el momento en
el que (una vez completada la fase de reduccién) cada procesador debe recibir la
senal que le permite continuar con la ejecucion del programa. Una solucién sencilla
consiste en conectar en forma de arbol diferentes puertas AND. Las senales de la
fase de reduccién, cuando los diferentes procesadores estan listos para sincronizarse,
se propagan a través del arbol de abajo hacia arriba. Una vez completada esta fase,

se expande una senal desde la raiz del arbol hacia abajo.

Mediante software, la sincronizacién se obtiene pasando mensajes entre los procesa-
dores. Las dos fases de la barrera de sincronizacion, reduccion y expansion, pueden
realizarse de diversas formas. En general, la organizacién de los procesadores en for-

ma de arbol resulta eficiente; esta organizacion implica que en la fase de reduccion
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Reduccién Expansién

Figura 1.10: Fases de una barrera de sincronizacién organizada en forma de drbol

cada procesador envia un mensaje al nodo del que pende y en la fase de expansion

cada procesador envia un mensaje a los nodos que penden de él.

En la figura 1.10 se muestra la organizacién en forma de arbol de una barrera de sincro-

nizacion.

Comunicacién

Los procesadores pueden leer o escribir en la memoria de otros procesadores durante
la ejecucién de un superpaso, este paradigma se conoce como DRMA (Direct Remote Me-
mory Acces). No existe ninguna suposicién adicional acerca de la llegada de datos, la iinica
garantia que existe es que los datos llegaran antes del comienzo del siguiente superpaso; se
establece para ello una regla de no interferencia que puede enunciarse de este modo: Los
datos utilizados en una comunicacion y los que han cambiado por que se ha operado sobre
ellos son disjuntos. Los programas que respeten esta regla de no interferencia, tienen

garantizado el 100% de determinismo en la comunicacién entre procesadores.

Existe otra forma mas determinista de comunicaciéon basada en el paso de mensajes,

aunque siempre dentro de las hip6tesis del modelo BSP, que es conocida como BSMP (Bulk



24 1 Computacion Paralela

Synchronous Message Passing) Al contrario que en el modo DRMA, en el que el proce-
sador receptor no tiene en cuenta en los calculos locales del superpaso la comunicacion
entrante del superpaso, en el modo BSMP los mensajes se envian y reciben explicitamente
garantizandose que un mensaje enviado en un superpaso llega a su destino antes del inicio
del siguiente superpaso; los mensajes son situados en cada procesador en una cola de
entrada, pudiendo este recuperar el primer mensaje de la cola mediante la ejecucion del

comando apropiado.

1.5.3 El modelo de coste

Los parametros definidos en la seccién 1.5.1 cuantifican el rendimiento de un com-
putador BSP y dejan la puerta abierta al analisis del coste de los programas BSP. Los
parametros s, g y [ pueden ser utilizados para predecir el rendimiento de un programa
BSP en cualquier computador BSP y para cualquier tamano de problema (por supuesto,

en la practica existen limitaciones fisicas).

Visto desde el nivel superior, un programa BSP esta compuesto por una secuencia de
superpasos por lo que el coste de ejecucion del programa es la suma de los costes de cada
uno de los superpasos. El coste de un superpaso es la suma de tres términos:

e El coste aritmético: maximo coste de computacién local de cada procesador.

e El coste de comunicacion: coste de comunicacion global de la h-relacién del su-

perpaso.

e El coste de sincronizacion del final del superpaso.

Para un computador BSP con p procesadores (que se representan por P;, para i =

0,1,...,p—1), el coste de un superpaso se puede expresar como
C = max wi—i-( max hi>g+l
0<i<p—1 0<i<p—1
= w+hg+1 (1.1)

donde w; es el coste de computacion del procesador P; en el superpaso y h; es el maximo
entre el nimero de unidades de datos que el procesador P; envia o el nimero de unidades

de datos que el procesador P; recibe en el superpaso.
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Se observa que el coste de un superpaso depende del procesador mas lento, de la
cantidad mas alta de datos que un procesador envia o recibe y del coste de sincronizacion.
Para que el coste de un programa BSP sea significativo y se pueda comparar entre distintas
arquitecturas paralelas, los valores de w, ¢g y [ se expresan en funcién de la unidad de

velocidad de computacion (a menudo en flops).

La existencia de un modelo de coste maleable y preciso hace posible realmente el
diseno de programas BSP, esto significa que consciente y justificadamente se puedan tomar
decisiones sobre distintas implementaciones para un mismo problema. Por ejemplo, a la
vista de la expresién (1.1) estd claro que para crear programas BSP eficientes deben

tenerse en cuenta las siguientes estrategias:

e La computacion en cada superpaso debe estar balanceada ya que la sincronizaciéon
no se realiza hasta que acaba el procesador que mas tarda en realizar la computaciéon

que se le haya asignado.

e La comunicacién entre procesadores debe estar balanceada, evitando grandes varia-

ciones en los valores de h;.

e El nimero de superpasos debe ser minimizado debido al coste que supone cada

sincronizacion.

El modelo de coste puede ser utilizado también para predecir el coste de ejecucién en
distintos computadores BSP. Los valores de w y h para cada superpaso y el nimero de
superpasos pueden obtenerse mediante inspeccion del programa BSP, sujeta a las mismas
limitaciones que se tengan a la hora de determinar el coste de un programa secuencial.
Los valores de p, g y | pueden ser sustituidos en la formula de coste del programa BSP y

estimar asi el tiempo que tardara antes de ejecutarlo en la maquina paralela.

Existen otras propuestas del modelo de coste BSP en las que se afina en algunos

detalles. Por ejemplo,

e si se consideran comunicacién y computacion solapadas, el coste de un superpaso

viene expresado por una férmula del tipo

max(w, hg) + I;
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e si se considera que en el coste de una h-relacién influye el tiempo utilizado para
enviar datos y para recibirlos (lo que en definitiva supone que una h-relacién es un
patron de comunicacion global en el que cada procesador puede enviar y recibir a
lo sumo h unidades de datos), el coste de un superpaso viene expresado por una
formula del tipo

w4+ max (hfnmadas +h;emmda5>g+l.
0<i<p—1

Estas diferenciaciones sobre el modelo de coste sélo producen pequenas variaciones en
el coste de un programa BSP, por lo que en esta memoria se ha optado por utilizar la

expresion (1.1).

Una omisién mas importante en el modelo de coste es la restriccion que supone la
cantidad de memoria requerida por cada procesador. El modelo obliga a balancear las
comunicaciones y a minimizar las sincronizaciones pero deja rienda suelta al uso (y abuso)
de la memoria, pudiendo darse el caso de que en un programa se haya hecho una distribu-
cion uniforme de la computacion y la comunicacién pero que la eficiencia del mismo se vea
mermada por que alguno de los procesadores no tenga suficientes recursos de memoria.
Se esta investigando una extension del modelo de coste en el que se tenga en cuenta la
cantidad de memoria asociada a cada procesador, para obtener mayor informacién véase
Hill, McColl y Skillicorn [59].

El modelo de coste también permite el diseno de algoritmos BSP, no sélo programas.
En este caso el objetivo es obtener soluciones 6ptimas con respecto a la computacion total,
la comunicacion total y en nimero total de superpasos para el posible rango de valores

de p.

Un modelo refinado para el parametro g

En el modelo original de Valiant [101] los pardmetros s, [ y g son constantes. Ya
se ha comentado (pagina 19) que el modelo de coste no distingue entre el coste de un
procesador enviando h mensajes de tamano una unidad de datos o un mensaje de tamano
h unidades de datos, en ambos casos se tiene una h-relacién de coste hg. Aunque este
modelo de coste es bastante preciso para tamanos de mensaje grandes, no se ajusta al caso

en que se producen comunicaciones de mensajes de pequeno tamano debido al tiempo
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de inicializacion (start-up) en la transmisién de mensajes. Para tamafnos pequenos de
mensaje este tiempo representa un alto porcentaje del tiempo de comunicaciéon mientras

que para mensajes grandes es irrelevante.

Miller [89], utilizando una técnica introducida por Hockney [63], refina el modelo de
coste original de manera que se incluya el efecto de la granularidad de los mensajes en el
coste de comunicacion. Para ello, se define el valor de g como una funciéon que depende

del tamano x de mensaje,

g(z) = (n?% + 1) Joos (1.2)

donde g, es el coste asintotico de comunicacion para tamanos de mensaje muy grandes
y nies el tamano de mensaje que produce la mitad del ancho de banda asintdtico, o sea
g(n%) = 2¢o. En la figura 1.11 se muestra un ejemplo de la curva (conocida como curva

de Miller) que se obtiene con la expresion (1.2) para los valores ny =12 unidades de datos

Estimacion de los valores de los parametros BSP

Los valores de los parametros BSP de una maquina paralela concreta, se pueden obte-
ner utilizando programas de prueba (proceso conocido como benchmarking) que evalien

el rendimiento de las partes del sistema que interesen.

En la estimacion del parametro s influye fuertemente el tipo de cédlculo que se realice
en el programa de prueba, se suele tomar la media aritmética de dos estimaciones para

este parametro:

|s|, que mide el coste de un producto escalar en el que se realizan O(n) operaciones
aritméticas sobre estructuras de tamano n y proporciona una cota inferior del valor

de s;

[s], que mide el coste del producto de dos matrices densas en el que se realizan O(n?)
operaciones aritméticas sobre estructuras de tamaio n? y proporciona una cota

superior del valor de s.
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Figura 1.11: Curva tedrica de g para los valores n1 = 12 y goo = 0.23us.
2

Si se quieren obtener predicciones no muy alejadas de la realidad, es mejor estimar
el valor de s con el tipo de calculo predominante en el algoritmo. Las predicciones mas
precisas se obtienen utilizando el valor de s efectivo para cada algoritmo concreto, este
valor se puede obtener dividiendo el niimero de operaciones aritméticas que se realicen en

el algoritmo secuencial y el tiempo real que se tarde en ejecutar el mismo en secuencial.

El parametro [ puede ser estimado realizando un cierto niimero de veces una sincroni-
zacion entre todos los procesadores y tomando como valor efectivo del mismo el promedio

de los valores obtenidos o bien el valor minimo de todos ellos.

Si se realiza una estimacion de g con un patréon de comunicacién particularmente
sencillo: una 1-relacién con una comunicacion ciclica entre procesadores vecinos, se obtiene
una cota superior del valor efectivo de g. En el otro extremo, si se realiza una estimacion
de g con un patron de comunicacion en el que todos los procesadores comunican a todos h

unidades de datos (véase la figura 1.12), se obtiene una cota inferior del valor efectivo de
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Figura 1.12: Patrén de comunicacion todos a todos para 4 procesadores.

g. Para una mayor precision en la prediccion, la estimaciéon de g se debe realizar teniendo

en cuenta el patrén o los patrones de comunicacion que se utilicen en el programa.

Parametros BSP en las plataformas de experimentacion

Los resultados experimentales de los métodos que se expondran en los siguientes
capitulos han sido obtenidos en dos maquinas: el IBM SP2 de la Universidad de Ali-

cante y el cluster de PC’s del grupo de Computacion Paralela de esa universidad.

El IBM SP2 esta formado por 8 nodos thin cuyas caracteristicas son:

e Procesador: POWER2 Super Chip 120 MHz
e L1 cache: 128 Kilobytes datos/32 Kilobytes instrucciones

e RAM: 256 Megabytes
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e Anchura del bus de memoria: 256 bits
e Velocidad del bus: 160 Megabytes/seg

e Sistema operativo: AIX 4.1.5

El cluster esta formado por 7 PC’s, conectados mediante un switch con un ancho de banda

de hasta 100 Megabytes/seg, cuyas caracteristicas son:

e Procesador: Pentium 120 MHz
e RAM: 64 Megabytes

e Sistema operativo: LINUX 2.2.5

Los parametros obtenidos se muestran en la tabla 1.1. Se ha utilizado la libreria
BSPLib (v1.3) que proporciona una utilidad: bsp_probe, para el cdlculo de pardmetros.

Como unidad de datos se ha considerado palabras de 32 bits.

El calculo de s se ha realizado teniendo en cuenta el tipo de célculo predominante
en los algoritmos que se describirdan en sucesivos capitulos, por lo que se ha medido el
numero de Megaflops que puede realizar el procesador mas lento resolviendo un sistema
tridiagonal por el método de eliminacién de Gauss. Con bsp_probe se obtienen resultados
para productos escalares y producto de dos matrices densas; se ha observado que en el
IBM SP2 no hay mucha diferencia entre ambos valores, en cambio en el cluster si. Ademas
el valor obtenido para el método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales esta
mas proximo al obtenido para el producto escalar. Los valores obtenidos se muestran en
la tabla 1.2.

En el célculo de g se ha considerado el patréon de comunicacion que basicamente siguen
las tres métodos que se describiran y que consiste en una expansion (broadcast) y una
reduccién; en lo sucesivo se hard referencia a él como patrén trid. Se ha tenido en cuenta
la granularidad de los mensajes transmitidos, para ello se ha medido el tiempo total que
tarda la maquina en comunicar todos los mensajes para la maxima h-relacion soportada,
varian el tamano de mensaje desde bloques de tamano 2 hasta el maximo tamano para
la h-relaciéon. Dividiendo el tiempo total que se tarda en comunicar todas las palabras

por el nimero total de palabras comunicadas se obtiene el tiempo g(x) que tarda en
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s p

l

qg n

SIS

45 1 423 23 26
2 3294 95 25
4 5366 124 25
6 8164 12.5 25

(a) IBM SP2 switch

s p l g ny
45 1 423 2.3 8
2 20235 709.7 3
4 54163 1362.6 9
6 121958 3211.2 9

(b) IBM SP2 ethernet

16.4

23 0.2

0152 74
7538 6.8

p
1
2 2556 6.9
4
6

(c) Cluster de PC’s

Tabla 1.1: Valores de pardametros BSP.

Escalar Gauss trid. Matricial
IBM SP2 43.73 44.98 49.39
CLUSTER | 11.95 16.44 42.72

Tabla 1.2:

Megaflops obtenidos para un IBM SP2 y un cluster de PC’s.
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comunicarse una palabra para cada uno de los tamanos de bloque . Con bsp_probe
se obtienen resultados para dos patrones de comunicacién: comunicacién ciclica (local
shift) y una comunicacién todos a todos (all-to-all). Sobre los valores obtenidos para el
patron de comunicacién especifico (trid) de los métodos que se estudiaran, se ha realizado
un ajuste teérico haciendo uso de la expresién (1.2), introducida por Miller. Los valores
obtenidos para g., (normalizados con respecto a s y expresados en flops) y n 1 figuran en
la tabla 1.4.

En la tabla 1.3 se muestran los valores obtenidos (normalizados con respecto a sy
expresados en flops) para 4 procesadores en un IBM SP2 utilizando switch. En la columna
trid se han escrito los valores obtenidos para el patrén de comunicacién de los métodos de

resolucion de sistemas tridiagonales que se describiran en sucesivos capitulos.

En las figuras 1.13 y 1.14 se muestran los valores g(z) obtenidos experimentalmente
con el patréon de comunicacion trid y de la curva tedrica de Miller en un IBM SP2 con 4
procesadores interconectados mediante switch. Se observa que para tamanos de mensaje
pequenos el valor experimental esta por encima del tedrico, y que ambos valores se van
aproximando a medida que aumenta el tamano de mensaje. En este caso se produce un
pequeno crecimiento en el coste experimental de comunicacién de una palabra de 32 bits
para tamanos de mensaje desde 64 hasta 256 palabras, como se puede apreciar en la figura
1.14(a).

Para 2 y 6 procesadores, en el IBM SP2 switch, se obtienen resultados andlogos, con
mayor o menor desviacion de los valores experimentales sobre la curva tedrica de Miller
en tamanos de mensaje pequenos. A modo de ejemplo, en las figuras 1.15 y 1.16  se
muestran los resultados para 2 procesadores en un IBM SP2 switch. Finalmente, en las
figuras 1.17 y 1.18 se muestran los valores g(x) experimentales, recogidos en la tabla 1.3,
de los tres patrones en un IBM SP2 para 4 procesadores interconectados mediante switch.
La curva tedrica de Miller que aparece corresponde al patrén trid, para los otros patrones

se puede realizar un mejor ajuste teorico tomando los valores go, y n 1 de la tabla 1.4.

1.5.4 Librerias BSP disponibles

Desde que Valiant [101] propuso el modelo BSP en 1990, varias son las aproximaciones

que se han realizado a la implementacion de computadores BSP por medio de librerias.
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Tamano | Tedérico  local trid all-to-all

2 83.91 678.32 208.71 63.75

4 45.06 259.97  80.06 24.68

8 25.64 116.46  38.05 18.84

16 1593 5227 18.83 14.68

32 11.07  26.82 11.36 13.57

64 8.64  16.96 8.24 12.34
128 743 16.35 11.06 22.97
256 6.82  10.71 7.62 16.40
512 6.52 8.18 6.56 12.32
1024 6.37 6.04 6.26 10.59
2048 6.29 5.57 6.25 10.49
4096 6.25 2.57 6.24 10.11
8192 6.23 5.32 6.23 11.11
16384 6.23 5.10 6.23 10.11
32768 6.22 5.00 6.22 10.11
65536 6.22 5.00 6.22 10.11
131072 6.22 5.00 6.22 10.11

Tabla 1.3: Coste de comunicacién en flops de una palabra de 32 bits para 4 pro-

cesadores en un IBM SP2 utilizando switch y distintos patrones de comunicacion.

local trid  all-to-all

Jo | 5.00 6.20 10.11
n1 269 25 11

Tabla 1.4: Valores de goo y n1 para los patrones local, trid y all-to-all en un IBM
2

SP2 con 4 procesadores interconectados mediante switch.
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Figura 1.13: Comparacién de los valores g(x) obtenidos experimentalmente con el
patrén de comunicacion trid y de la curva teérica de Miller en un IBM SP2 con 4

procesadores interconectados mediante switch.
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Figura 1.14: Comparacién de los valores g(x) obtenidos experimentalmente con el
patrén de comunicacion trid y de la curva teérica de Miller en un IBM SP2 con 4

procesadores interconectados mediante switch.
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Figura 1.15: Comparacién de los valores g(x) obtenidos experimentalmente con el
patrén de comunicacion trid y de la curva teérica de Miller en un IBM SP2 con 2

procesadores interconectados mediante switch.
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Figura 1.16: Comparacién de los valores g(x) obtenidos experimentalmente con el
patrén de comunicacion trid y de la curva teérica de Miller en un IBM SP2 con 2

procesadores interconectados mediante switch.
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Figura 1.17: Comparacion de los valores g(x) obtenidos experimentalmente con los

patrones de comunicacién local, trid v all-to-all en un IBM SP2 con 4 procesadores
interconectados mediante switch. La curva tedrica de Miller esta ajustada al modelo
trid.
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Figura 1.18: Comparacion de los valores g(x) obtenidos experimentalmente con los
patrones de comunicacién local, trid v all-to-all en un IBM SP2 con 4 procesadores
interconectados mediante switch. La curva tedrica de Miller esta ajustada al modelo
trid.
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Muchas de estas librerias son una extension de algin lenguaje de programacion ya exis-
tente como C/C++ o FORTRAN. Esta extensién consiste generalmente en funciones
generadoras de tareas, funciones de comunicacion entre procesadores y funciones de sin-
cronizacién. Las librerias permiten al programador controlar plenamente la comunicacion
y la sincronizacién entre los procesadores légicos sin necesidad de conocer la asignacion
fisica que se realiza a cada procesador logico ni el tipo de arquitectura de la maquina en
la que se ejecuta el programa, hecho que es conocido como programacién BSP en modo

directo.

Las librerias BSP que se describen a continuacion han sido implementadas para una
amplia gama de plataformas de computacion paralela respetando el modo directo de

programacion.

Libreria Oxford BSP

El modelo de Valiant [101] fue desarrollado mds extensamente por McColl [83, 84],
consecuencia de ello, en 1993, se llevo a cabo la primera libreria para crear programas
BSP. Esta primera libreria (véanse Miller [88, 89] y Miller y Reed [90]) contiene sélo un
pequeno conjunto de funciones, dos de ellas se encargan de delimitar el programa BSP:
bsp_start que contiene un parametro indicativo del nimero de procesadores a utilizar por
el programa y bsp_finish que indica el final del programa. Otras dos se encargan de la
comunicacion: bsp_fetch y bsp_store. Es la tnica forma de comunicacién posible. Los
programas deben respetar la regla de no interferencia. Finalmente, otras dos funciones se
encargan de la delimitacion de los superpasos: bsp_sstep y bsp_sstep_end. La libreria
tambien soporta dos patrones de comunicacion: expansion y reduccién. Es utilizable
desde C o FORTRAN en numerosas plataformas como CRAY T3D, SGI Power Challenge,
IBM SP1 y cluster de estaciones de trabajo RS/6000 utilizando TCP/IP. La libreria sélo
soporta el modo de comunicacién DRMA y se supone que la localizacién de las variables

es la misma para cada procesador, esto conlleva que todas las variables son estaticas.

Libreria BSP++

Es una extension de la libreria Oxford BSP, creada en Oxford en 1994, que soporta

porgramacion orientada a objetos. Tiene pocas caracteristicas que distingan su lenguaje
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FuNcioN TAREA

void bspSendPkt () Envia un paquete a otro procesador.

bspPkt *bspGetPkt() | Recibe un paquete enviado en el anterior superpaso.

void bspSynch() Lleva a cabo una sincronizacion global.

int bspGetNumProcs() | Devuelve el niimero de procesadores.

int bspGetNumPkts() | Devuelve el nimero de paquetes enviados al proce-
sador en el anterior superpaso, a los que no se ha

accedido todavia.

int bspGetNumStep() | Devuelve el nimero del actual superpaso.

Tabla 1.5: Funciones de la libreria Green BSP.

del de otras, debido al incremento en la complejidad del modelo de coste que acarrea

(véase Lecomber [75]).

Libreria Green BSP

Esta libreria, desarrollada en torno a 1995 en University of Central Florida (Orlando),
utiliza el paso de mensajes para la comunicacién, trabaja sélo con el paradigma de co-
municacién BSMP que garantiza la llegada de los mensajes antes del inicio del siguiente
superpaso, soporta diversos sistemas operativos y librerias en C. Consta de las siete fun-
ciones que se incluyen en la tabla 1.5, los paquetes consisten en un array de un tamano
prefijado (generalmente 16 bytes) por lo que los datos que vayan a ser enviados a otros
procesador deben ser particionados. Véase Goudreau, Lang, Rao y Tsantilas [53] para

obtener mas detalles.

Libreria BSP Worldwide Standard (BSPLib)

Esta libreria, fruto de la colaboracién entre las personas que han estado detras del
disenio y desarrollo de las librerias Oxford BSP y Green BSP, es el resultado de un con-

siderable esfuerzo por conseguir un estandar de programacién en BSP. En el proyecto
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participan miembros de las Universidades de Oxford, Harvard, Suffolk, Central Flori-
da, California (Berkeley), Columbia, Utrech y del NEC Research Institute of Pricenton.
La primera propuesta [56] fue presentada en abril de 1996 y la ultima version [38] en
septiembre de 1998.

Debido a su origen (surge a partir de las liberfas Oxford BSP y Green BSP), sopor-
ta los dos paradigmas de comunicacion: DRMA y BSMP. BSPIlib proporciona ademés
del conjunto de operaciones basicas que se muestra en la tabla 1.6 otras funciones que
permiten realizar comunicaciones para algunos patrones especiales, estas funciones no se
consideran como parte del nicleo de la libreria por que se pueden obtener sencillamente

a partir de las operaciones bésicas.

Los procesos son generados por medio de bsp_begin y bsp_end. Si estas instrucciones
son la primera y tltima del programa, éste se ejecuta desde el principio en la forma SPMD.
BSPLib proporciona un modo alternativo consistente en que el procesador principal inicia
secuencialmente la ejecucién del programa y determina el nimero de procesadores nece-
sarios para la computacién en paralelo (para ello se hace uso de la funcién bsp_init); a
continuacion se generan los procesos necesarios utilizando bsp_begin y continia la eje-
cucion en la forma SPMD hasta que bsp_end es ejecutado por todos los procesadores; en
este punto todos los procesadores terminan su tarea excepto el procesador principal que

puede continuar la ejecuciéon del programa secuencialmente.

La libreria estd disponible para C y FORTRAN, su ltima versién (v1.4) proporciona

cuatro tipos de inplementacion para los siguientes tipos de maquina:
(i) Maquina con memoria distribuida que utiliza su propia libreria de paso de mensajes
o MPI.

(ii) Maquina con memoria distribuida que utiliza primitivas de comunicacién unidirec-
cionales, como la libreria Cray SHMEM de T3E.

(iii) Multiprocesador con memoria compartida que utiliza sus propias primitivas de con-

currencia o semaforos System V.

(iv) Redes de estaciones de trabajo que utilizan el protocolo de comunicacién TCP/IP
o UDP/IP.

Ha sido probada satisfactoriamente en las siguientes plataformas
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CLASE OPERACION SIGNIFICADO

Inicializacion bsp-init Simula procesos dindmicos
bsp-begin Inicia un programa.
bsp_end Finaliza un programa.

Indagacion bsp-_pid Identifica el procesador.
bsp_nprocs Numero de procesadores.
bsp_time Tiempo local.

Sicronizacion bsp_sync Barrera de sincronizacion.

DRMA bsp_pushregister | Crea una zona de memoria

globalmente visible.
bsp_popregister | Borra una zona de memoria
globalmente visible.

bsp_put Envia a memoria remota.
bsp_get Recibe de memoria remota.

BSMP bsp_set_tag_size | Elige el tamano de etiqueta.
bsp_send Envia a una cola remota.
bsp_get_tag Empareja etiqueta y mensaje.
bsp-_move Extrae de la cola.

Parada bsp_abort Un procesador para a todos.

Alto rendimiento | bsp_hpput Version de las primitivas de
bsp_hpget comunicacion sin buffer local
bsp_hpmove ni remoto.

Tabla 1.6: Niucleo de la libreria BSPLib.
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e Silicon Grafics Power Challenge (Irix 6.x)

e Silicon Grafics Origin 2000 (Irix 6.x)

e IBM SP2

e Cray T3D

e Cray T3E

e Parsytec Explorer

e Transtec Paramid

e Convex SPP

e Hitachi SR2001

e Cluster de estaciones de trabajo Silicon Grafics (Irix 5.x) o (Irix 5.x, -n32 objects)
e SunOS 4.1.x

e Cluster de estaciones de trabajo IBM RS/6000
e Cluster de estaciones de trabajo Solaris

e Cluster de PC’s bajo LINUX o Windows NT.

Para obtener mayor informacién véanse Bisseling, Goudreau, Hill, Lang, McColl, Rao,
Stefanescu, Suel y Tsantilas [15], Donaldson, Hill y McEwan [38] y Goudreau, Hill, Lang,
McColl, Rao, Stefanescu, Suel y Tsantilas [52].

Libreria PUB

La libreria PUB (Paderborn University BSP-Library) ha sido desarrollada en la Unive-
sidad de Paderborn (Alemania) recientemente: enero de 1999. Ofrece las dos posibilidades
de comunicacion entre procesadores: paso de mensajes y acceso a memoria remota, y pro-
porciona algunas operaciones de comunicacién colectiva como difusion y reduccién de

mensajes. Estd inplementada en C y, para ser més flexible, permite crear objetos BSP
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independientes, cada uno de ellos representando un computador BSP virtual; ademas, se
puede utilizar BSPLib para programar con PUB.

La libreria esta disponible para varias plataformas

Parsytec Gigacluster - GCel (Parix)

Parsytec GC/PowerPlus (Parix)

Parsytec CC (Embedded Parix )

IBM SP2 (MPL o MPI)

Cluster de estaciones de trabajo Solaris (TCP/IP)

Cluster de PC’s bajo LINUX (TCP/IP)

y puede adaptarse facilmente a cualquier plataforma que disponga de MPI. Contiene
también, un simulador BSP para poder ejecutar programas paralelos y depurarlos en una
estacién de trabajo o PC dotados de sistema operativo Sun Solaris, Windows 32 o IBM
0OS/2. Una comparacién con otras librerfas BSP y més detalles sobre la misma pueden

encontrarse en Bonorden, Juurlink, von Otte y Rieping [18].






Capitulo 2

Método de las particiones

superpuestas

2.1 Preliminares

En general, se utilizard la siguiente notacién para una matriz tridiagonal A de tamano

nxn

a; by

Co Q2 by

Cp—1 Qp-1 bnfl

Cn A
Se dice que una matriz tridiagonal A de tamano n x n es estrictamente diagonal
dominante si
la;| > |bi] + |ci|, parai=1,2,... n; (2.2)
donde ¢; = b,, = 0.
Sib; 0y ciz1 #0, parai =1,2,... ,n— 1 la matriz es irreducible.

47
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Es conocido que si A es una matriz tridiagonal, estrictamente diagonal dominante,
entonces es no singular y se puede realizar la eliminacién Gaussiana sin intercambio de
filas en cualquier sistema lineal cuya matriz de coeficientes sea A (véase por ejemplo
Burden y Faires [21], paginas 366 y 372).

Para una matriz A de tamano n x n tridiagonal e irreducible, se define la diagonal

dominanza 6 como

|@z’|

g 1%3“n{|biy+yci1 } (2:3)

Obviamente, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces 6 > 1 por la expre-
sién (2.2.)

Si @ es la solucion de un sistema Ax = d y se toma otro vector s como solucion del

mismo, la cantidad de error cometido viene determinada, por ejemplo, por |/e|| ., donde

e =T —S.

2.2 Descripcién del método.

Se considera el problema general de obtener la solucion del sistema
Ax =d, (2.4)

donde A es una matriz tridiagonal, estrictamente diagonal dominante e irreducible, dada

por la expresién (2.1) y

d

es el vector de términos independientes.
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. , n .
Se supone que existen dos niimeros naturales k y p tales que k = — y se considera en

Aik41

Cik+2

subdiagonal

y superdiagonal

bikt1

Qik+2

Cis1 =

A la siguiente particion por bloques

Ao
Ch

bik+2

Cli+1)k—=1  A(i+1)k—1 b(i—i—l)k:—l

By
A

donde cada uno de los bloques diagonales

Ci+1)k

By
Cps Apy By
Cp1 A,

A(i+1)k

es una matriz tridiagonal de tamano k£ x k y, para ¢ =

2

1_

0,1, ..

00 0 Cli+1)k+1
0
0]
0
0
0 -
0 0
0
| b [0 ... 00

es una matriz de tamano k£ x k con un sélo elemento no nulo.

(2.5)

.,p — 2, cada bloque
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En los vectores @ y d se considera una particion por bloques conforme con la realizada
en la matriz de coeficientes A, es decir

T ]
€ d,
x = y d= : (2.6)
Lp—2 dy_s
[ Tp-1 d,
con
BT [ dir |
Tik+2 dik+2
T, = : y d;= : , parai=0,1,... ,p— 1.
T(i+1)k—1 d(i+1)k—1
Ti+1)k | i d(i+1)k

En consecuencia, el sistema (2.4) se puede escribir como

I Ay By 11 T | [ dy |
Cl Al Bl I dl
' = (2.7)
Cpa Apa By Lp—2 d, >
L Cp,1 Ap,1 1 L Tp-1 | i dp,1 i
Si se denota por s; la solucion del sistema
Azwzzdz, ZIO,]_, ,p—]_, (28)
se obtiene el vector
_ . .
S1
s = ,
Sp—2
L Sp—1 ]
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que no coincide exactamente con el vector solucién del sistema (2.4), ya que en su ob-
tencién se ha omitido alguna informacién del sistema (los bloques subdiagonales y su-
perdiagonales); aunque se pueden utilizar las diferentes soluciones de los subsistemas

independientes (2.8) para formar la solucién del sistema (2.4).

Cada una de estas soluciones s;, para i =0,1,... ,p— 1, contiene una cierta cantidad
de error. Como se puede observar en el siguiente ejemplo, dependiendo del valor particular
de la diagonal dominanza de A y del tamano de los bloques, este error se puede hacer

muy pequeno en las componentes centrales de s;.

Ejemplo 2.1 En el sistema (2.4), se considera n = 24, a; = 30, parai = 1,2,... ,n,
b = —ciy1 = 1, parai =1,2,... n—1yd; =¢;+a; +b;, parat = 1,2,... .n (con
bn =C(C1 = 0)

Por la forma en que se ha construido, resulta inmediato que la solucion x del sistema
tiene todas sus componentes iguales a 1.

Para p =4 (y por tanto k = 6) el sistema se puede expresar como

Ay By T dy
C, A B x| | d
Cy Ay By T N dy

i Cs Az | | 3 | | ds |

El sistema Ayxo = dy, esto es

(30 1 0 0 0 0 ][a ]| [31]
13 1 0 0 0] 30
0 -13 1 0 0 ||a| |30
0 0 -13 1 0| |a| [|30]
0 0 0 -1 30 1 || as 30

0 0 0 0 -130]|w]| |30
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tiene solucion

—_ = =

So =
1

0.9989
| 1.0333 |

Los sistemas Ajx1 = dy y Asxs = dg tienen la misma matriz de coeficientes

30 1. 0 0 0 O
-130 1 0 0 O
0 -1 30 1 0 O
Al - AQ -
0o 0 -1 30 1 O
o 0 0 -1 30 1
0 0 0 0 -1 30

v el mismo vector de términos independientes

30
30
30
30
30
30

por tanto sus vectores solucion coinciden

[ 0.9667 |
0.9989

81 = 89 =

0.9989
| 1.0333 |
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El sistema Azxs = d3, 0 sea

30 1.0 0 0 O T1g 30
-1 30 1 0 0 0 20 30
0 -1 30 1 0 O Tor || 30
0 0 -130 1 0 ||an]| [30]
0O 0 0 -1 30 1 To3 30
00 0 0 -1 30 | 2o | | 29 |
tiene solucion
[ 0.9667 |
0.9989
1
S3 =
1
1
L 1 .
Si se toma
o]
s = 51
S2
| S3

como solucion del sistema Ax = d, parai = 1,2, 3 en las componentes Sg;, Sgi+1 S¢ produce
un error igual a 3.33 X 1072, en s¢;_1, Seivo €l error que se comete es 0.11 x 1072 (menor)

v en el resto de componentes no se produce error.

En cambio, si en el sistema (2.4) se considera a; = 20 para i = 1,2,...,24,
bi = —ciy1 = 1, para i = 1,2,...,23 y d; = ¢; +a; +b;, para 1 = 1,2,...,24

(con by, = ¢; = 0) se obtienen las siguientes soluciones de los sistemas A;x; = d;, para



54 2 Método de las particiones superpuestas

1=0,1,2,3;
o] [ 0.9501 | [ 0.9501 |
1 0.9975 0.9975
1 0.9999 0.9999
Sp = , S1 =82 = , S3=
1.0001 1.0001 1
0.9975 0.9975 1
| 1.0499 | | 1.0499 | 1

En esta ocasion, el error se produce en las tres iltimas componentes de sy, en las tres

primeras de s3 y en todas las componentes de los vectores 81 y Ss.

Por tltimo, si en el sistema (2.4) se considera a; = 4, parai = 1,2,... ,24, y el resto
de valores como en los dos casos anteriores, se obtienen los siguientes vectores solucion de

los sistemas A;x; = d;, parai=0,1,2,3;

[ 0.9998 [ 0.7637 [ 0.7639
1.0007 0.9450 0.9443
0.9969 0.9837 0.9368
S — , 81 = 89 = , S3 =
1.0132 1.0101 0.9969
0.9443 0.9435 0.9993
| 1.2361 | 1.2359 | 0.9998 |

En este caso, se comete error en todas las componentes de los vectores s;, parat = 0,1, 2, 3.

En los tres casos el tamano de los bloques de la particion no ha variado, en cambio si
ha variado la diagonal dominanza que en el primer caso es igual a 15, en el segundo 10 y

en el ultimo 2.

Si ahora se considera en el primer caso p = 6 (y por tanto k = 4), la diagonal

dominanza es la misma pero el tamano de los bloques es distinto. El sistema (2.4) se
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puede expresar como

Ay By o do
¢y A B T d;
Co Ay By 2 | dy
Cy A; B zs || ds
Cy, Ay By T4 d,
i Cs As 1 L %5 | i ds ]
Se obtienen los siguientes vectores solucion de los sistemas A;x; = d;, para
1=0,1,...,5;
1] [ 0.9667 | [ 0.9667 |
1 0.9989 0.9989
So = ; 81 =82 =83=84= y 85 =
0.9989 0.9989 1
| 1.0333 | | 1.0333 | 1]

Ahora, el error se produce en las dos 1ltimas componentes de sy, en las dos primeras

de s5 y en todas las componentes de las vectores centrales s;, 1 = 1,2,3,4. [

Para minimizar y acotar el error, el método OPM (OQwverlapped Partitions Method)
propone considerar una nueva particién (véase Larriba, Jorba, y Navarro [72]) basada
en la particién natural dada en la expresién (2.7), anadiendo 2m filas (respectivamente,
componentes) a cada uno de los bloques diagonales de la matriz de coeficientes (respecti-
vamente, vector de términos independientes) y m filas (respectivamente, componentes) al
primer y ultimo bloque de la matriz de coeficientes (respectivamente, vector de términos
independientes). Como consecuencia, cada uno de los nuevos bloques esta solapado con

sus adyacentes (véase la figura 2.1) y se obtiene un nuevo conjunto de subsistemas
Agi=d;, i=0,1,...,p—1, (2.9)
donde

e Ay eslasubmatriz de A de tamafio (k+m) x (k4m) formada por las filas y columnas

1,2,... . k+my dy es el vector formado por las componentes 1,2,...  k+m de d;
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__________ ———

,_________
S
=

I e

U
N

a

1

1
e =

Figura 2.1: Particién natural y superpuesta de A y d para p = 4.

~

o A; parai=1,2,... ,p— 2 es la submatriz de A de tamano (k + 2m) x (k + 2m)
formada por las filas y columnas ik —m+ 1,ik—m+2,... ,(i+1)k+my d; es el

vector formado por las componentes ik —m + 1,ik —m+2,..., (i + 1)k +m de d;

o Ap,l es la submatriz de A de tamano (kK + m) x (k + m) formada por las filas y
columnas j=n—k—m+1,n—k—m+2,... ,ny, finalmente, cip_l es el vector

formado por las componentesn —k—m+1,n—k—m+2,... ,n de d.

En la figura 2.1 se muestran, para p = 4, los bloques A;, d; marcados con trazo

continuo y los bloques A;, d; con trazo discontinuo.

Para obtener la solucién del sistema (2.4), se resuelven los subsistemas (2.9) por eli-
minacién Gaussiana (no hay que realizar intercambio de filas por ser la matriz A estric-
tamente diagonal dominante), de cada subsistema intermedio se eligen las & componentes
centrales del vector solucion, del primer subsistema se toman las k primeras y del tltimo
las k dltimas. En la figura 2.2 se muestra, para p = 4, la formacién de la solucion del

sistema (2.4) a partir de las soluciones de los subsistemas (2.9).
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Ago=dy [k m

A, =d, m k m

Ayy = dy m k m

Ay = dy m k]
Az =d | k | k | k | k |

Figura 2.2: Obtencién de la solucién general a partir de las soluciones parciales

para p = 4.

2.3 Precision del método

En la seccion 2.2 no se ha especificado nada acerca de la forma de calcular m, que
representa el nimero de ecuaciones superpuestas entre dos bloques contiguos. En esta
seccion, el parametro m se obtiene como una funcion de la diagonal dominanza 6 de la

matriz de coeficientes y el maximo error permitido e.

Teorema 2.1 Six es la solucion del sistema (2.4) se tiene

i { }
1<i<n
el <

1—61 7

di

a;

(2.10)

con 6 la diagonal dominanza de la matriz A.
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Demostracion: La matriz A se puede descomponer como A = D + B, donde

ay [ 0 bl

a9 Co 0 bQ

an—1 Cn—1 0 bnfl

Qn Cn 0

El hecho de que la matriz A sea estrictamente diagonal dominante implica que es no

singular por lo que D también lo es, con

de manera que A se puede escribir como

A=D(I+D"'B)

y asi
x=A"'d=(+D"'B)"'Dd,
con lo que
el < [/(7+ DBy Y|_ | D td|_. (2.11)
Ahora bien

1 1
DB, 141

|(I+D7'B)7| < (2.12)
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ya que

N
o0 1<i<n ||

mientras que

di

a;

|D7'd|| = max { } : (2.13)
o0 1<i<n
Por tanto, de las expresiones (2.11), (2.12) y (2.13) se obtiene la desigualdad (2.10). |
Lema 2.1 Si D = diag(A) y

X1

X2

In

es la solucion del sistema (2.4), se tiene

§—h+1 B .
|z;| < T HD dHOO, parai=1,2,... n;
donde
(i) h=14, sidy=d3=---=d, =0.
(i) h=n—i+1,sidy=dy=---=d, 1=0.
(iii) h=min{i,n —i+ 1}, sido=ds=---=d,—1 =0.

Demostracién: De la expresién (2.13) se tiene

x = (D'd) — N(D™'d) + N*(D'd) — N*(D~'d) + - --
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(i) Obsérvense los siguientes productos.

_*_
0
0
D7 'd =
0
_0_
_O* __*_ _0_
x 0 % 0 *
. * 0 0 0
N(D d) = _
x 0 * 0 0
i * O_ _O_ _0_
_O* __O_ _*_
* 0 % * 0
x 0 % 0 *
N*(D 'd) = _
x 0 x 0 0
i * O_ _O_ _0_
_O* __>|<_ _0_
x 0 * 0 *
x* 0 x * 0
N3(D_1d) = _
* 0 * 0 *
i * O_ _O_ _0_
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Debido a la especial estructura de la matriz N, se tiene que el primer término de la

serie (2.3) que afecta a la componente z; estd en N 1(D~1d). Nétese que los términos

NY(D~'d), N**2(D~d),... no contribuyen en el cdlculo de la componente z;, mientras
que los términos N1 (D~'d), N**3(D~'d),... si. Como consecuencia
;| < |NTHDT'A)|| + |[NTHDT )|+ [[NTEDT )|+

IN

N[ D7+ [N D+ IV | D
(67 + 6+ 6 ] D

= e st Dl

57i+1 B
- ..

(ii) En este segundo caso, los productos tienen la siguiente forma

0]
0
D'd =
0
0
_*_
[0« 1To] T[ol
* 0 =x 0 0
N(DTd) = 0 ol o
* *
x 0 =* 0 *
i *O__*_ _0_
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[0« 1To] [o]
0 0 0
NQ(Dfld) — * * _
x 0 x 0 *
* 0 * * 0
i *O_ _O_ kN
[0« 1Tol TJol
N3(Dld) — * 0 % 0 |
x 0 x * 0
x 0 = 0 *
i *O_ KN _0_

El primer término de la serie (2.3) que afecta a la componente z; estd en N /(D ~d).
Los términos N"~"1(D~d), N*="3(D~!d), ... no influyen en el cdlculo de x;, en cambio

los términos N"=*2(D~1d), N"="*(D~'d), ... si lo hacen. En consecuencia
el < INTHDT )|+ [[NTTED )+ [NTTHD T
< INILT D7 + NI D7 + NI [ D7
)" ) ) o

= st ) D)

51'771 3
- bl

(iii) Ahora, los productos tienen la forma
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N(D'd) =

N (D7'd) =

D7 'd

0 =
* 0 %

* 0 %

o O O

o O O

o O O

o O O
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-O * 11«1 -O_
* 0 * 0 *
* 0 % * 0
* 0 % 0 *
NY (D 'd) = .
* 0 0 *
x 0 % * 0
* 0 0 *
x 0 * 0

Sii <n—i+1, el primer término de la serie (2.3) que afecta a la componente z; estd

en N"1(D'd). Razonando de forma andloga a la del apartado (i) se tiene que

oo’

Por el contrario, si @ > n — i+ 1 el primer término de la serie (2.3) que afecta a la

componente x; estd en N"~/(D~'d). Actuando como en el apartado (ii) se obtiene

1—n

5
ul s 7%=

D],
]

Teorema 2.2 Sea € > 0 un numero real, m el numero de ecuaciones que se solapan al
resolver el sistema (2.4) mediante el método de las particiones superpuestas y pu una cota

superior de la norma infinito de la solucion del mismo. Si

1 e(1—672)
> .
m > [log = log M —‘ ) (2.14)

entonces el error cometido al aplicar el método es menor que €.

Demostracién: Se considera en el sistema (2.4) la particién en bloques dada en la
expresion (2.7). A partir de ella se obtiene una nueva particién anadiendo 2m filas (respec-

tivamente, componentes) a cada uno de los bloques intermedios de la matriz de coeficientes
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(respectivamente, vector de términos independientes) y m filas (respectivamente, compo-
nentes) al primer y ltimo bloque de la matriz de coeficientes (respectivamente, vector
de términos independientes). Como consecuencia, cada uno de los nuevos bloques esta
solapado con sus adyacentes y se obtiene el nuevo conjunto de subsistemas dado en la
expresion (2.9).

A~

Para simplificar, se redefine cualquier subsistema flﬁ:l = d; como Az =d y los indices
del mismo desde 1 hasta r. La situacién del subsistema A& = d en el sistema general

tiene la siguiente forma

615]0 + dli’l + bli’g - d1
égi’l + &2352 + bQi’g = dg
Cr1Tp—2 + Qpr1Tp1 + brflajr = r—1

CrZr—_1 + a,T, -+ brxr+1 - dr

donde ¢ y b, son los elementos omitidos del sistema general al resolver el subsistema

A% = d. Nétese que ¢, = 0 para el primer subsistema y by =0 para el ultimo.

Si @ es la solucion del sistema general, se representa por @’ a la restriccion de x a las
variables del subsistema A& = d. Se puede escribir entonces

0
)
€XTr = wl = s
T,
/
xr—l—l
verificandose
~ 7 AT o 3
Cl$0+a13§1+b1$2 = d1

oo ~o 7o
Gy tapx, + b, = d,.
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El error que se comete al tomar &’ como solucién del subsistema A% = d viene determi-

nado por
e=x—x,

siendo & el vector solucion del mismo. Como

Az =
dr—l
d,
y
P, lA) ] i d o~
a1Ty + 012, 1— C1X
dy dy
Awl g g s
drfl drfl
AT ~ CZ i) /
Cry_y + Gy L Gr = Orpgq
se tiene
51$6
0
Az — Az’ = =c,
0
T
L bT’xr+1
por lo que
Ae=rc

Aplicando el lema 2.1 al sistema anterior, se tiene la siguiente acotacién para la i-ésima
componente de e
—h+1

T-52 HD_ICHOO, parat=1,2,...,n;
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donde

1, en el ultimo subsistema,
h=4¢ r—i+1, en el primer subsistema,

min{i,r —i+ 1}, en los subsistemas intermedios
y D = diag(A).

Ahora bien, para el primer subsistema

| > min L =0
b,| —1=ise | bl 4 e

con lo que
by| |2 ‘
1 _ ) T) Tl —1
D76l = o < 67 el
Para el ultimo subsistema
il 5
61’
con lo que
1 el @l _ 1y
e = 1l ¢ oy
> ||
Finalmente, para los subsistemas intermedios
5y sy
Cl| br
con lo que
~ byl |2 }
_ c| |xy [ Tr41 B B
D] = max ¢ LLEBE L st}
| ||

En cualquier caso
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donde p es una cota superior de ||z v asi

—h
lei] < gt Dara i=1,2,...,r (2.15)

Por otra parte, al ser 6 > 1, se cumple que

1>61t>62>...>6".

En el ultimo subsistema, las m primeras componentes de e provienen de ecuaciones de

solapamiento, en las demas se tiene la siguiente acotaciéon, para j =m+1,m+2,... ,r,
6~ o "

| < < 2.16

|6J|—1_6_2M 1_5_2 M? ( )

En el primer subsistema las m tltimas ecuaciones son de solapamiento. Las r—m primeras

componentes de e cumplen

§—(r—i+1) 5—m
|e.]| S 1_ 6_2 /"L < 1_ 5_2 M? (217)

conj=12...,r—m.

En los subsistemas intermedios las m primeras y ultimas ecuaciones son de solapa-
miento. Las r — 2m componentes intermedias del vector de error estan acotadas como
sigue

5 min{j,n—j+1} §—m

I ——— 218)

1_6_2 /’LJ
conj=m+1m+2 ..., 7r—m.

Si se toma m de manera que cumpla la desigualdad 2.14 entonces

1—62
mlog6~" < log u,
]

esto es
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o
T

Figura 2.3: Valor de m en funcién de 6 para distintos valores de e.

O sea

6—m
T—52°°
lo que implica, por las expresiones (2.16), (2.17) y (2.18), que el error cometido es menor

que €. [ |

Para cada sistema en particular, de las expresiones (2.14) y (2.10) se puede determinar

m y obtener, aplicando el método, la solucion x.

En la figura 2.3 se muestra una grafica de los diferentes valores de m en funcion de la

diagonal dominanza 6 y el maximo error permitido €, donde pu se ha calculado utilizando
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m

5 10 100 200 1000

10792 3.14899 1.88411 1.09877 1.02438 1.01332
e 107% | 18.23523  4.37983 1.19132 1.04131 1.02172
10716 | 1802.18329 42.55320 1.48022 1.08736 1.04409

Tabla 2.1: Rango de la diagonal dominanza 6 dependiendo del maéximo error tole-

rado € y del numero de ecuaciones solapadas m.
la expresién (2.10) para el caso concreto

max { } =1.9.
1<i<n

Para otros valores de i se obtienen graficas con formas semejantes a la de la figura 2.3.

di

a;

Se observa que para valores de la diagonal dominanza no muy proximos a 1, se obtienen
valores de m pequenos (aumentando este valor cuanto menor sea el error € tolerado) y que
para valores de 6 préoximos a 1 el valor de m crece con tendencia a +o0o (para § = 1.01 y
¢ = 10716 se obtiene m = 4626). Ademds, diferentes pares (6, ¢) producen el mismo valor
de m, debido a que este parametro esta determinado por una funcién entera de variable

real.

En la tabla 2.1 se muestra el minimo valor de é necesario para no superar el error ¢,

dado un valor de solapamiento m fijo.

2.4 Paralelizacion del método.

Este método es facilmente paralelizable pues basta con considerar que p es el niimero de
procesadores (generalmente, los procesadores se representardan por P;, para
i =0,1,... ,p— 1) y asignar a cada procesador la solucién de uno de los subsistemas

dados en la expresién (2.9). El siguiente algoritmo describe esa tarea.
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Algoritmo 2.1 Método de las particiones superpuestas en paralelo
Paso 1

Se calcula 6 conforme a la expresién (2.3), se obtiene . mediante la expresién (2.10) y
utilizando la expresion (2.14) se determina m.

Paso 2

A partir de m, se asignan a cada procesador las ecuaciones necesarias para obtener la
particion superpuesta.

Paso 3
Cada procesador resuelve el subsistema correspondiente dado por la expresién (2.9).

Paso 4

El vector solucién del sistema original se obtiene tomando las £ primeras componentes
del vector solucién de Agxy = dy, las k componentes centrales de los vectores solucion de

~ ~

Aix; = d;, para i = 1,2,... ,p— 2, y las k dltimas componentes del vector solucién de

p—1Lp—1 = dp—l-

Ejemplo 2.2 En el sistema (2.4), se considera n = 24, a; = 30, parai = 1,2,... ,n,
b = —ciy1 = 1, parai =1,2,... n—1yd; =¢;+a; +b;, parat = 1,2,... .n (con
b, = ¢1 =0). Por la forma en que se ha construido, resulta inmediato que la solucién del

sistema tiene todas sus componentes iguales a 1.

La diagonal dominanza 6 esta dada por

0 = min —|ai|
1<i<24 | |by] + |
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El parametro p vale

di

(07

max
1<i<24

Heo= 1_61

31 30 29 29
max{ —, —, ..., ==, =—
30" 30 30" 30

1—1571

31

28
= 1.1071.

Si se quiere que el error cometido € sea inferior a 1073, se debe tomar m de manera

que

1
log 151 © 31
28

1 1026
= |- log 1072 +1
log 15 <Og +log 1141)}

I 3+ g 1026
= _ —_ O —
log 15 & T1a1

— [2.5901],

por ejemplo m = 3.
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El procesador Py resuelve el subsistema A%y = dy, esto es

cuya solucion es

—_ = = = e

0.9989
1.0333

(30 1 0 0 0 0 0 0 0][m= 31
13 1 0 0 0 0 0 0]z 30
0 -13 1 0 0 0 0 0|/ 30
0 0 —-13 1 0 0 0 0/ 30
0 0 0 -13 1 0 0 0|/ 30
0 0 0 0 13 1 0 0|/ 30
0 0 0 0 0 -13 1 0/|]|a 30
0 0 0 0 0 0 —1 30 1 || 30

0 0 0 0 0 0 0 -130] | 30

Cada uno de los procesadores P, y P, deben resolver, respectivamente, el subsistema
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d, , esto es

A~

Cil y 142532 =

~

Ay

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

Xyg

X5

L6

Xr

xg

X9

Z10

x11

x12

Z13

X14

X15

Z10

x11

x12

x13

X14

X15

x16

X171

x18

x19

20

X1

30

0
1

1
-1 30
-1 30

0
0

-1 30

0

0

0
1

-1 30

1
0

-1 30

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
1

-1 30

0

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
0

30

0
1

-1 30

1
0
0

-1 30

0
0

-1 30

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
0

0
1

-1 30

0
1

-1 30

0

0

0
1

-1 30

0
0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
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respectivamente, cuyas soluciones son

0.9667
0.9989

&
)
I
&
)
I
e e e e

0.9989
1.0333

Por tltimo, el procesador P3 debe resolver el subsistema Az&z = ds, esto es

30 1.0 O O O 0 0 O T16
-13 1 0 0 0 0 0 O T17

0o -1.30 1 0 O O 0 O 18

0O 0 -1 30 1 0 0 0 0 219

o 0 o0 -1 30 1 0 0 0 T20

o 0o o o0 -1 30 1 0 0 T2

o o o o0 0 -1 30 1 0 22

o 0o o o 0 0 -1 30 1 23
00 0 0 0 0 0 =130/ | 2

30
30
30
30
30
30
30
30
29
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cuya solucion viene dada por

0.9667 |
0.99891
1

S
w
Il

—_ = = = e

La solucion del sistema original se obtiene tomando las seis primeras componentes de

&y, las seis componentes centrales de &1 y &9 y las seis 1iltimas componentes de 3. [

2.5 Algoritmos BSP

La implementacién del algoritmo 2.1 segin el modelo BSP se describe en el algo-
ritmo 2.2. Se supone que tanto la matriz de coeficientes como el vector de términos

independientes se encuentran en el procesador principal F.
Algoritmo 2.2 Algoritmo BSP del método OPM para un sistema tridiagonal
Superpaso 1

e El procesador principal F, calcula k = % y los parametros 0, 11 y m usando las expresiones
(2.3), (2.10) y (2.14).

e El procesador Py envia al procesador P;, para i = 0,1,... ,p — 1, el bloque A; y las
componentes del vector d;, correspondientes a la particiéon superpuesta.

e El procesador F, envia el valor de m al procesador P;, parai=1,2,... ,p— 1.
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Superpaso 2

e Para i = 0,1,... ,p — 1, cada procesador P; resuelve el subsistema A;&; = d; por

eliminacién Gaussiana.

e Parai=1,2,...,p— 1, el procesador P, comunica al procesador F; las componentes
m+1,m+2,... m+kde&,.

e El procesador principal forma la solucién x del sistema (2.4), haciendo:

o Paraj=1,2,...  k, la componente j-ésima de x igual a la componente j-ésima

de filo.

oParai=1,2,...,p—1yj=12,... k la componente (ki + j)-ésima de x
igual a la componente (m + j)-ésima de &;.

Para obtener el coste computacional del algoritmo, se calcula el coste de cada uno de

los superpasos individuales.

Coste del superpaso 1. El coste aritmético de este superpaso viene determinado
por el calculo en el procesador principal de los pardmetros k, 6, 1 y m. La obtencion
de k requiere una operacion, para calcular la diagonal dominanza se necesita realizar 2n
operaciones, para el calculo de ;1 —de acuerdo con la expresién (2.10)— se necesitan n+ 3
operaciones y para calcular m —mediante (2.14)— 9 operaciones aritméticas. Por tanto

el coste aritmético de este superpaso es 3n + 13.

En cuanto al coste de comunicacion, el procesador que mas comunica es el principal
que envia a P;, parai=1,2,...,p— 1, el valor de m, el bloque A; y las componentes del

vector d;; comunica por tanto p — 1 + [4(k + 2m) — 2|(p — 2) + 4(k + m) — 1 elementos,

por lo que el coste total del superpaso es

3n+ 13+ (4n— 4k — 12m +8mp —p + 2)g + L. (2.19)

Coste del superpaso 2. Resolver un sistema tridiagonal de r ecuaciones mediante
el método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales requiere un total de 8r —7
operaciones, por lo que el coste aritmético del superpaso es 8(k+2m)—7, que corresponde

al numero de operaciones realizadas por cualquiera de los procesadores intermedios.
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Los procesadores P;, parat = 1,...,p — 1, comunican k£ componentes de su solucion
parcial al procesador principal, lo que supone un coste de comunicacién k(p — 1). En

consecuencia, el coste del superpaso 2 es

(8k+16m —T7)+ (n—k)g+ L. (2.20)

Sumando las expresiones (2.19) y (2.20), se obtiene que el coste total del algoritmo es
(3n + 8k + 16m + 6) + [5n — bk — 12m + 8mp — p + 2]g + 2.

El célculo de los pardametros ¢ y u requiere 3n + 3 operaciones, tarea que puede

realizarse en paralelo. Aunque esto conlleva un aumento del nimero de superpasos y un

ligero incremento en el numero de comunicaciones, en muchos casos supone una reduccion

en el coste total del algoritmo.

Parai=0,1,... ,p— 1, se definen

§ =  min il U (2.21)
ik+1<5<(i+ 1)k | |c;| + |b;]
d
i = max —| i , (2.22)
ik+1<5<(i+ 1)k | |ay]
entonces
b = Oglglgllr)l_l{éi}, (2.23)
max {p;}
0<i<p-1
= = — 2.24

El siguiente algoritmo BSP modifica el algoritmo 2.3 para realizar el cdlculo de 6 y

en paralelo.
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Algoritmo 2.3 Algoritmo BSP del método OPM para un sistema tridiagonal, con célculo
de 6 y 1 en paralelo

Superpaso 1

e El procesador principal Py calcula k = %

e Parai=1,2,... ,p—1, el procesador F; envia a F; los elementos ¢;xj, @iktj, biksj Y
dip+j, con 3 =1,2,... kK, excepto b, = 0.

Superpaso 2

e Parai = 0,1,... ,p— 1, P, calcula ¢; y u; de acuerdo con las expresiones (2.21) y
(2.22).
e Parai=1,2,... ,p—1, P, envia a F, los valores de los parametros ; y f;.

Superpaso 3

El procesador P, calcula los parametros 6, 11y m haciendo uso de las expresiones (2.23),
(2.24) y (2.14).

Para ¢ = 1,2,... ,p — 2, el procesador principal F, envia a P; las filas j-ésima vy
(m+ k + j)-ésima de A;yd;, conj=1,2... m.

El procesador principal envia a P,_; la fila j-ésima de Ap,l y cip,l, conj=1,2,... ,m.

Parai=1,2,... ,p— 1, el procesador P, envia a P; el valor de m.

Superpaso 4

Como el superpaso 2 del algoritmo 2.2.

Al repartir el calculo de ¢ y p entre p procesadores, el nimero de operaciones baja
de 3n + 3 a 3k + 3 y el coste aritmético de 3n + 8k + 16m + 6 a 11k + 16m + 6; se han

introducido dos superpasos mas, por lo que el coste de sincronizacion aumenta de 2/ a 4l y
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se ha incrementado la comunicacién en 2(p — 1) elementos (ya que desde los procesadores
remotos se envia a Py los pardmetros ¢; y p;), en consecuencia, el coste de comunicacién

vale
[bn — bk —12m +8mp —p+ 2+ 2(p — 1)]g = (5n — 5k — 12m + 8mp + p)g.
A continucacién se obtendra con detalle el coste del algoritmo 2.3.

Coste del superpaso 1. La obtencién de k requiere una operacién. Cada procesador
recibe del principal 4k elementos, por lo que el coste de comunicacién es [4k(p — 1) — 1]g

y el coste del superpaso

1+ (4n—4k—1)g+1. (2.25)

Coste del superpaso 2. El célculo de ¢; en cualquier procesador requiere 2k opera-
ciones mientras que el de y; necesita k operaciones. Cada procesador (excepto Fy) envia
al procesador principal los valores de ¢; y p; que en total recibe 2(p — 1) elementos; en

consecuencia el coste del superpaso es

3k + (2p — 2)g + 1. (2.26)

Coste del superpaso 3. El procesador principal debe realizar 3 operaciones para
calcular p y 9 para obtener el valor de m por lo que el coste aritmético es 12. En este
superpaso el procesador que mas comunica es el principal que transmite m a todos los
procesadores, envia a P, ; la cantidad de 4m —1 elementos y a P, parai =1,2,... ,p—2,
un total de 8m — 2 elementos; o sea, comunica p— 1+ 4m — 1+ (8m —2)(p — 2) elementos.

Se tiene por tanto el siguiente coste para el superpaso 3
12+ (—12m +8mp —p+2)g + L. (2.27)
Coste del superpaso 4. Puesto que este superpaso coincide con el superpaso 2 del
algoritmo 2.2, su coste viene dado por la expresiéon (2.20)

La suma de las expresiones (2.25), (2.26), (2.27) y (2.20) da como resultado el coste
global del algoritmo 2.3

(11k + 16m + 6) + (5n — 5k — 12m + 8mp + p)g + 4l. (2.28)
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5 p l g n
45 1 423 23 26
2 3294 95 25
4 5366 124 25
6 8164 125 25

SIS

(a) IBM SP2 switch

5 p l g n1
45 1 423 2.3 8
2 20235 709.7 3
4 54163 13626 9
6 121958 3211.2 9

(b) IBM SP2 ethernet

s p l g ni
164 1 23 02 22
2 2556 6.9 5

4 5152 74 4

6 7538 6.8 4

(c) Cluster de PC’s

Tabla 2.2: Valores de pardametros BSP.

2.6 Resultados numéricos

En esta seccion se analizan los tiempos previstos tedricamente y los tiempos experi-

mentales de los algoritmos 2.2 y 2.3 (a los que se referenciard en las tablas y figuras como

OPM1 y OPM2 respectivamente). Las pruebas experimentales se han realizado en el

IBM SP2 y el cluster de PC’s cuyas caracteristicas se han descrito en la subseccién 1.5.3.

Por comodidad, en la tabla 2.2 se repiten los parametros obtenidos para esas maquinas

que se muestran en la tabla 1.1.

El tiempo tedrico se ha obtenido considerando que el tamano de bloque de los mensajes

que se comunican entre los procesadores es k = — y que el coste de comunicacion de una
p
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palabra de 32 bits es

g(k) = <% + 1) Goos

ademds se ha tomado m = 5. Los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) han sido im-
plementados en Fortran usando la version v1.3 de la libreria BSPLib, se ha generando
el sistema (2.4) obteniendo aleatoriamente los elementos de la matriz de coeficientes A
y, para simplificar, eligiendo el vector de términos independientes d de manera que la
solucién sea x = [1,1,..., 1]T. A la eleccion aleatoria de los coeficientes se le ha anadido
la restriccion de que m = 5 (véase la tabla 2.1). Si en el ejemplo 2.2 se toma € = 102, se

obtiene de manera sencilla un sistema tridiagonal en el que m = 5.

En general, para medir cualquier tiempo se ha adoptado la estrategia que consiste
en realizar un cierto numero de veces el mismo experimento y quedarse con el valor
minimo, repitiéndose esta rutina en diversos dias y horas, siempre con uso exclusivo de
las méquinas (o los nodos necesarios en el caso del IBM SP2) y tomando como valor
definitivo el minimo de todos ellos. Esta estrategia, si es exhaustiva, permite medir el

mejor rendimiento posible.

En las tablas 2.3, 2.4 y 2.5 y figuras 2.4, 2.5 y 2.6 se muestran los tiempos tedricos y
experimentales, medidos en segundos, de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en el
IBM SP2 para 2, 4 y 6 procesadores utilizando switch, mientras que en las tablas 2.6, 2.7
y 2.8 y figuras 2.7, 2.8 y 2.9 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, medidos
en segundos, de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en el IBM SP2 para 2, 4 y
6 procesadores utilizando ethernet. Estos tiempos han sido obtenidos para diferentes
tamanos de la matriz de coeficientes en un rango que varia desde 128 a 524288 para 2 y
4 procesadores y desde 126 a 516096 para 6 procesadores. En las tablas 2.9, 2.10 y 2.11
y figuras 2.10, 2.11 y 2.12 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, medidos en
segundos, de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en el cluster de PC’s para 2, 4 y 6
procesadores, en este caso el tamano de la matriz de coeficientes varia desde 128 a 65536

para 2 y 4 procesadores y desde 126 a 64512 para 6 procesadores.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 2 procesadores switch
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental

128 | 0.0002 0.0002 0.0004 0.0004
256 | 0.0003 0.0006 0.0004 0.0009

512 | 0.0004 0.0009 0.0005 0.0011
1024 | 0.0006 0.0006 0.0007 0.0009
2048 | 0.0010 0.0011 0.0011 0.0011
4096 | 0.0019 0.0019 0.0019 0.0020

8192 | 0.0036 0.0034 0.0035 0.0036
16384 | 0.0070 0.0068 0.0066 0.0063
32768 | 0.0139 0.0144 0.0129 0.0123
65536 | 0.0276 0.0268 0.0255 0.0243

131072 | 0.0550 0.0527 0.0507 0.0484
262144 | 0.1098 0.1062 0.1012 0.0974
524288 | 0.2193 0.2187 0.2020 0.2012

Tabla 2.3: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante
switch, para 128 < n < 524288.
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Figura 2.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 4 procesadores switch
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental

128 | 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007
256 | 0.0005 0.0005 0.0007 0.0007

512 | 0.0006 0.0010 0.0008 0.0013
1024 | 0.0010 0.0011 0.0011 0.0014
2048 | 0.0016 0.0017 0.0017 0.0018
4096 | 0.0029 0.0027 0.0029 0.0027

8192 | 0.0055 0.0052 0.0053 0.0053
16384 | 0.0106 0.0105 0.0100 0.0099
32768 | 0.0209 0.0200 0.0195 0.0188
65536 | 0.0415 0.0403 0.0385 0.0370

131072 | 0.0828 0.0812 0.0764 0.0734
262144 | 0.1652 0.1649 0.1523 0.1517
524288 | 0.3301 0.3269 0.3041 0.3006

Tabla 2.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante
switch, para 128 < n < 524288.
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Figura 2.5: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante switch.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 6 procesadores switch
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental

126 | 0.0006 0.0008 0.0009 0.0013
252 | 0.0007 0.0008 0.0010 0.0012

504 | 0.0008 0.0008 0.0012 0.0011
1008 | 0.0012 0.0015 0.0015 0.0018
2016 | 0.0018 0.0017 0.0021 0.0019
4032 | 0.0032 0.0029 0.0033 0.0031

8064 | 0.0059 0.0058 0.0058 0.0054
16128 | 0.0114 0.0113 0.0108 0.0106

32256 | 0.0223 0.0221 0.0209 0.0200
64512 | 0.0441 0.0432 0.0409 0.0401
129024 | 0.0877 0.0877 0.0809 0.0808
258048 | 0.1750 0.1682 0.1610 0.1591
516096 | 0.3494 0.3366 0.3211 0.3196

Tabla 2.5: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante
switch, para 126 < n < 516096.
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Figura 2.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3

(OPM2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante switch.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 2 procesadores ethernet
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0037 0.0046 0.0046 0.0056
256 | 0.0063 0.0069 0.0072 0.0076
512 | 0.0114 0.0130 0.0122 0.0130
1024 | 0.0215 0.0235 0.0224 0.0264
2048 | 0.0419 0.0465 0.0427 0.0511
4096 | 0.0826 0.0782 0.0833 0.0815
8192 | 0.1639 0.1764 0.1646 0.1817
16384 | 0.3267 0.3213 0.3271 0.3125
32768 | 0.6522 0.6367 0.6520 0.6581
65536 | 1.3033 1.2936 1.3020 1.3145
131072 | 2.6053 2.6271 2.6019 2.5932
262144 | 5.2095 5.2019 5.2016 5.1770
524288 | 10.4178 10.3532 10.4012 10.3583

Tabla 2.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 128 < n < 524288.
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Figura 2.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ethernet.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 4 procesadores ethernet
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0136 0.0159 0.0162 0.0181
256 | 0.0207 0.0189 0.0232 0.0219
512 | 0.0352 0.0408 0.0376 0.0425
1024 | 0.0642 0.0770 0.0667 0.0757
2048 | 0.1225 0.1309 0.1249 0.1369
4096 | 0.2390 0.2467 0.2413 0.2562
8192 | 0.4720 0.4700 0.4741 0.4612
16384 | 0.9380 1.4150 0.9397 1.4889
32768 | 1.8700 1.8280 1.8709 1.7308
65536 | 3.7341 3.5331 3.7333 3.5249
131072 | 7.4623 7.3731 7.4582 7.3865
262144 | 14.9186 14.3351 14.9080 14.6099
524288 | 29.8313 29.2817 29.8075 28.4591

Tabla 2.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 128 < n < 524288.
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Figura 2.8: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante ethernet.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 6 procesadores ethernet
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0412 0.0546 0.0471 0.0622
252 | 0.0586 0.0758 0.0644 0.0824
504 | 0.0954 0.1552 0.1012 0.1627
1008 | 0.1700 0.2054 0.1758 0.2019
2016 | 0.3198 0.3761 0.3255 0.3665
4032 | 0.6196 0.6954 0.6252 0.6916
8064 | 1.2194 1.1769 1.2247 1.1771
16128 | 2.4190 2.3189 2.4239 2.3334
32256 | 4.8182 5.1487 4.8222 5.0714
64512 | 9.6167 9.3015 9.6189 9.2169
129024 | 19.2137 18.8224 19.2123 18.1330
258048 | 38.4077 36.4179 38.3992 37.6399
516096 | 76.7957 75.1663 76.7728 71.9154

Tabla 2.8: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 126 < n < 516096.
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Figura 2.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3

(OPM2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante ethernet.



2.6 Resultados numéricos

Cluster de PC’s 2 procesadores

OPM1 OPM2
n Teodrico Experimental | Teorico Experimental
128 | 0.0026 0.0028 0.0050 0.0055
256 | 0.0027 0.0029 0.0052 0.0059
512 | 0.0030 0.0029 0.0054 0.0055
1024 | 0.0035 0.0039 0.0058 0.0064

2048 | 0.0044 0.0045 0.0067 0.0077
4096 | 0.0064 0.0064 0.0085 0.0086

8192 | 0.0103 0.0101 0.0120 0.0119
16384 | 0.0181 0.0175 0.0190 0.0190
32768 | 0.0336 0.0319 0.0331 0.0323
65536 | 0.0648 0.0641 0.0613 0.0592

Tabla 2.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un cluster de PC’s, para 2 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 2.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y
2.3 (OPM2) en un cluster de PC’s con 2 procesadores.



2.6 Resultados numéricos

Cluster de PC’s 4 procesadores

OPM1 OPM2
n Tedrico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0068 0.0077 0.0134 0.0152
256 | 0.0069 0.0078 0.0135 0.0144
512 | 0.0072 0.0076 0.0137 0.0151
1024 | 0.0078 0.0079 0.0143 0.0136
2048 | 0.0090 0.0134 0.0153 0.0224

4096 | 0.0113 0.0109 0.0174 0.0169
8192 | 0.0160 0.0158 0.0215 0.0215
16384 | 0.0254 0.0239 0.0298 0.0292
32768 | 0.0442 0.0429 0.0463 0.0446
65536 | 0.0819 0.0807 0.0795 0.0782

Tabla 2.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritinos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un cluster de PC’s, para 4 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 2.11: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y
2.3 (OPM2) en un cluster de PC’s con 4 procesadores.



2.6 Resultados numéricos

Cluster de PC’s 6 procesadores

OPM1 OPM2
n Tedrico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0150 0.0180 0.0299 0.0353
252 | 0.0152 0.0167 0.0300 0.0336
504 | 0.0155 0.0154 0.0302 0.0302
1008 | 0.0160 0.0150 0.0307 0.0294
2016 | 0.0172 0.0180 0.0317 0.0336

4032 | 0.0194 0.0186 0.0337 0.0330
8064 | 0.0240 0.0230 0.0376 0.0374
16128 | 0.0331 0.0310 0.0455 0.0451
32256 | 0.0512 0.0496 0.0612 0.0585
64512 | 0.0876 0.0867 0.0926 0.0912

Tabla 2.11: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritinos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un cluster de PC’s, para 6 procesadores y 126 < n < 64512.
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Figura 2.12: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y
2.3 (OPM2) en un cluster de PC’s con 6 procesadores.
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En las figuras 2.13, 2.14 y 2.15 se muestra el porcentaje de desviacion del tiempo

experimental con respecto al tedérico en funcién del tamano del sistemal.

Las mayores diferencias entre el tiempo previsto y el experimental se obtienen en los
sistemas de tamano pequeno en los que, por lo general, suele ser mayor el tiempo experi-
mental que el teérico. A medida que aumenta el tamano de sistema el tiempo obtenido
experimentalmente se ajusta mejor al esperado, para tamanos grandes la desviacién (salvo

alguna excepcion) oscila entre el 0% y el 5%.

Este comportamiento obedece al ajuste teodrico realizado, mediante la curva de Miller
dada por la expresién (1.2), sobre los valores experimentales del coste de comunicacion,
g(x), de una palabra de 32 bits para tamanos de mensaje x y patrén de comunicacién trid.
Por ejemplo, para el IBM SP2 switch y 2 procesadores los valores experimentales de g(x)
para tamanos de mensaje x comprendidos entre 64 y 512 palabras esta por encima del
coste tedrico, como puede observarse en las figuras 1.15 y 1.15, en la practica los tiempos
obtenidos para valores de n comprendidos entre 128 y 1024 son? mayores que los previstos,
como puede observarse en la figura 2.4(a). En esta figura se aprecia, ademds, que para
valores de n comprendidos entre 2048 y 8192 el tiempo obtenido experimentalmente supera
al predicho (aunque en menor proporcién que para los tamanos comprendidos entre 128
y 1024). En este hecho influyen dos factores:

e ¢l primero depende del ajuste realizado mediante la curva de Miller, que puede

variar dependiendo de la estimacion del valor de n;
2

e ¢l segundo esta relacionado con la propia estructura del algoritmo ya que se comu-
nican algunos mensajes de tamano 1 palabra de 32 bits y en el computo tedrico se
considera que su coste es el mismo que el de enviar una palabra para un bloque
de tamano k. El coste para tamano 1 es mayor que para tamano k y aunque tiene
peso en el tiempo obtenido para tamanos de sistema pequenos es irrelevante para

tamanos de sistema grandes.

En las tablas 2.12, 2.13 y 2.14 se muestra el algoritmo mas rapido de los dos, tedrica y

IS¢ considera que si el tiempo tedrico es 100 v el tiempo experimental ¢s 90, se ha producido un 10%

de desviacién y en cambio si el tiempo experimental es 110 se ha producido un —10% de desviacién.

~ . . ~ . n
2Los tamaifios de bloque enviados para un sistema de tamaifio n y 2 procesadores son iguales a 5
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Figura 2.13: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 con switch.
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Figura 2.14: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 con ethernet.



104

2 Método de las particiones superpuestas

10%

0%

-10%

-20%

-30%

-40%

-50%

10%

0%

-10%

-20%

-30%

-40%

-50%

10%

0%

-10%

-20%

-30%

-40%

-50%

Figura 2.15: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales

e —
10000 20000 30000 40000 50000 60000
n
- ——0PM1
—©&-oPM2

(a) 2 procesadores

N e e,

ﬂ 10000 20000 30000 40000 50000 60000

——0PM1
—©&-oPM2

(b) 4 procesadores

V/ 10000 20000 30000 40000 50000 60000

——0PM1
—&—0pPM2

(¢) 6 procesadores

de los algoritinos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un cluster de PC's.
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IBM SP2 switch
2 procesadores | 4 procesadores 6 procesadores
n Teér. Exper. | Teér. Exper. n Teér.  Exper.
128 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 126 | OPM1 OPM1
256 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 252 | OPM1 OPM1
512 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 504 | OPM1 OPM1
1024 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 1008 | OPM1 OPM1
2048 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 2016 | OPM1 OPM1
4096 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM2 4032 | OPM1 OPM1
8192 | OPM2 OPM1 | OPM2 OPM1 8064 | OPM2 OPM2
16384 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 16128 | OPM2 OPM2
32768 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 32256 | OPM2 OPM?2
65536 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 64512 | OPM2 OPM2
131072 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 129024 | OPM2 OPM2
262144 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 258048 | OPM2 OPM2
524288 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 516096 | OPM2 OPM2

Tabla 2.12: Algoritmo mds rapido (tedrica y experimentalmente) entre los algorit-

mos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 switch.

experimentalmente, en cada una de las maquinas para los distintos tamanos de sistema.

Se observa que, por lo general, a partir de 17000 ecuaciones (excepto en el IBM SP2

switch) es mas rapido el algoritmo 2.3 (OPM2), que realiza el calculo de m en paralelo.

No tiene mucho sentido estudiar el speed-up (incremento de velocidad) con respecto

al tiempo de ejecucion del propio algoritmo en un procesador por que se conoce el mejor

algoritmo secuencial: el método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales, cuyo

coste para el sistema dado por la expresion 2.4 es 8n — 7. Con respecto al método de

eliminaciéon de Gauss para sistemas tridiagonales se obtienen los resultados de la tabla

2.15, considerando los tiempos tedricos de los sistemas de tamano maximo de los que se

han obtenido resultados experimentales en cada una de las maquinas.
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IBM SP2 ethernet

2 procesadores | 4 procesadores 6 procesadores

n Teor. Exper. | Teor. Exper. n Teor. Exper.

128 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 126 | OPM1 OPM1
256 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 252 | OPM1 OPM1
512 | OPM1 OPM2 | OPM1 OPMI1 504 | OPM1 OPM1
1024 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM2 1008 | OPM1 OPM?2
2048 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 2016 | OPM1 OPM2
4096 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 4032 | OPM1 OPM2
8192 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM2 8064 | OPM1 OPM1
16384 | OPM1 OPM2 | OPM1 OPM1 | 16128 | OPM1 OPM1
32768 | OPM2 OPM1 | OPM1 OPM2 | 32256 | OPM1 OPM2
65536 | OPM2 OPM1 | OPM2 OPM2 | 64512 | OPM1 OPM2
131072 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM1 | 129024 | OPM2 OPM2
262144 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM1 | 258048 | OPM2 OPM1
524288 | OPM2 OPM1 | OPM2 OPM2 | 516096 | OPM2 OPM2

Tabla 2.13: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-
mos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 ethernet.
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Cluster de PC’s
2 procesadores | 4 procesadores 6 procesadores
n Teor. Exper. | Teor. Exper. n Teor. Exper.
128 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 126 | OPM1 OPM1
256 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 252 | OPM1 OPM1
512 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 504 | OPM1 OPM1
1024 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 | 1008 | OPM1 OPMI1
2048 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 | 2016 | OPM1 OPMI1
4096 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 | 4032 | OPM1 OPM1
8192 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 | 8064 | OPM1 OPMI1
16384 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 | 16128 | OPM1 OPM1
32768 | OPM2 OPM1 | OPM1 OPM1 | 32256 | OPM1 OPMI1
65536 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 64512 | OPM1 OPMI1
Tabla 2.14: Algoritmo mds rdpido (teérica y experimentalmente) entre los algorit-

mos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un cluster de PC'’s.
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IBM SP2 switch IBM SP2 ethernet
OPM1 OPM2 OPM1 OPM2
p| Sp K, Sp L, p| Sp E, Sp L,
21042 21.25% | 0.46 23.07% 21001 045% |0.01 0.45%
41028 7.06% |0.31 7.66% 410.00 0.08% | 0.00 0.08%
6026 4.38% |0.29 4.76% 6| 0.00 0.02% | 0.00 0.02%
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Cluster de PC’s
OPM1 OPM2
Sp E, Sp E

p

0.49 24.61% | 0.52 26.02%
0.39 9.74% | 0.40 10.03%
0.36  5.97% | 0.34 5.65%

[ TNV =

(c) Cluster de PC’s

Tabla 2.15: Speed-up (S,) y eficiencia (E,) de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 y un cluster de PC’s.



2.6 Resultados numéricos 109

s p [ g n 5 P l g n
12 1 68 03 94 467 1 8 212 9
2 164 0.7 71 2 269 087 33
4 168 0.7 66 4 357 0.87 40
8§ 175 0.8 59 8§ 506 0.81 40
16 181 0.9 61 16 751 1.04 38
32 201 1.1 28 32 1252 1.31 45
64 148 1 27
128 301 1.1 20
256 387 1.2 15
(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 2.16: Valores de parametros BSP.

La eficiencia que se obtiene no es muy buena, y en caso del IBM SP2 con ethernet es
pésima; sin duda un factor determinante es el valor de g. Para otras maquinas con menor
valor de g se obtiene mejor eficiencia, como es el caso de un CRAY T3D o un CRAY T3E.
Los valores de los parametros de estas maquinas se muestran en la tabla 2.16; para las
mismas se obtiene el speed-up y la eficiencia que figura en la tabla 2.17, considerando el

mismo tamano de sistema que para la tabla 2.15.
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CRAY T3D CRAY T3E

OPM1 OPM2 OPM1 OPM2
p Sp L, Sp L, Pl S E, Sp L,
2 | 1.13 56.43% | 1.43 71.57% 2 10.99 49.45% | 1.21 60.70%
4 | 1.27 31.68% | 1.97 49.20% 4 113 28.15% | 1.65 41.19%
8 | 1.39 17.38% | 2.56 31.97% 8 | 1.39 17.32% | 2.54 31.72%
16 | 142 891% |2.85 17.84% 16 | 1.35 8.41% | 2.55 15.95%
32 | 1.35  4.22% | 265 829% 32 1.22 7.60% |212 13.25%
64 |1.43 223% |3.02 4.73%
128 | 1.38  1.08% |2.82 2.20%
256 | 1.32  0.52% | 2.61 1.02%

(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 2.17: Speed-up (S,) y eficiencia (E,) de los algoritmmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM?2) en un CRAY T3D y un CRAY T3E.



Capitulo 3
Métodos bidireccionales

Se considera de nuevo el problema de resolver el sistema
Az =d, (3.1)

donde A es la matriz tridiagonal dada por (3.2), estrictamente diagonal dominante e

irreducible y

dy
da

es el vector de términos independientes.

111
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3.1 Factorizacion L DU de matrices tridiagonales

Una matriz tridiagonal A de tamano n X n,

a; by

Co A2 by

Cp—1 Qp-1 bnfl

Cn Qn

se puede descomponer como producto de tres matrices

A=LDU (3.3)

donde D es una matriz diagonal y las matrices L y U son bidiagonales con la caracteristica

particular de que su diagonal principal estd formada por unos; mas explicitamente

lg 1 €9 1 U9

véase Golub y Van Loan [50].

Una vez obtenida la factorizacién (3.3) se puede resolver el sistema de ecuaciones
lineales (3.1) en dos pasos: en el primero, se resuelve el sistema bidiagonal LDz = d,
obteniéndose asi el vector auxiliar z; en el segundo, se obtiene la solucion final del sistema

(3.1) resolviendo el sistema bidiagonal Uz = z.
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El producto LDU viene dado por
[ €1 u1€1
1261 Ullgel + es U2€E9
1DU — l362 Ungeg + €3 Usz€s 7
ln71€n72 un72ln716n72 + €n—1 Up—1€n—1
L lnen—l un—llnen—l + €n |
relacionando los elementos de A con los del producto LDU se tiene
ay; = e,
yparai=23,...,n,
¢ = liei,l, (34)
a; = ui_lliei_l + €, (35)
bi,1 = Uj—1€i—1- (36)
De las expresiones (3.4) y (3.6) se tiene
& b;_
li = —, w1 =——-, para i=2,3,....n, (3.7)
€i—1 €i—1

y sustituyendo la expresion (3.7) en la expresion (3.5) se obtiene

bi1 ¢

e = a; — e 1, para 1=2,3,...,n.

€i—16€i—1

Por tanto, los elementos de la diagonal principal de D pueden obtenerse de forma sencilla

mediante la siguiente relacion de recurrencia

€1 = an,

€ = Qi —C , para 1=223,...,n,

y los de las matrices L y U mediante las recurrencias (3.7).
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3.2 Meétodo bidireccional para dos procesadores

3.2.1 Descripciéon del método

Aunque a primera vista la factorizacién (3.3) parece de naturaleza secuencial, es posible
encontrar un paralelismo de grado dos en los cédlculos (véase Ortega [91]), es decir, se
pueden utilizar dos procesadores para obtener una factorizacion no exactamente igual
que la anterior, pero si equivalente en cuanto a complejidad. La idea original aparece en
la eliminaciéon Gaussiana bidireccional (two-sided Gaussian elimination) introducida por

Babuska [4].

Para paralelizar la factorizacién (3.3), se supone ademas que n = 2q para algin ¢ > 1.

Se considera la matriz de coeficientes particionada en bloques del siguiente modo

ap b

ca ay by

Cqg Qg by

Cot1 | Qg1 Dgy1

Cph—1 Qn-1 bn—l
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Sean las matrices

1
lo 1
3
Mo l, 1
lgr1 |1 g
L gy
1
Up—1
I 1
_ .
€2
€3
D= o
€q+1
€q+2
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y
_ - _
1 U9
1
Ug—1
1 U
V= d :
1
lgvo 1
lgys
[, 1
tales que
A=MDV. (3.8)

Si se procede como en la factorizaciéon LDU de la matriz A, los elementos de M, D y

V pueden calcularse mediante las siguientes relaciones

e Seae; = aj.

e Parat1=23,...

y calctlese

e Sea

, (g, Sea

e = ai—liei1u;q
= a; — CilU;—1.

b I . Cq+1

Ug = —, g+l — —/

(3.10)
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e Sea e, = a, y calcilese

=S gy, = b (3.11)
€n €n
e Parat=n—1n—-—2,...,q9+ 2, calcilese
€ = a; — li—i—lei—l—lui
= a; — li11b;. (3.12)
y sea
=G gy, 2 (3.13)
€; e
e Finalmente, calcilese
egr1 = Ag+1 — lgp1€qg — lgpoeqiotigio
= Qg1 — Cqr1Ug — lgy2bgia. (3.14)

Para realizar la implementaciéon de los calculos anteriores en un ordenador con dos
procesadores, se utiliza una técnica similar a la desarrollada por Van der Vorst [103] para
matrices simétricas. Obsérvese que mediante las relaciones de recurrencia (3.10) y (3.12)
se calculan todos los elementos de la diagonal principal de D excepto eqy1, estos cdlculos
pueden realizarse perfectamente en paralelo (sin necesidad de comunicacién de datos)
ya que cada procesador contiene los elementos necesarios. Sin embargo, para calcular
eq+1 (en el procesador P;) mediante la relacion (3.14) se necesita conocer el valor de e,
calculado en el procesador Fy. Por lo tanto, es necesario un paso de comunicacién para
transmitir los datos necesarios desde el procesador Fy al procesador P;. En la figura 3.1
se muestran los calculos en cada uno de los procesadores y las comunicaciones necesarias

cuando n = 8.

Para resolver el sistema (3.1) usando la factorizacién (3.8), se necesita resolver en
primer lugar el sistema M Dz = d, para z, y a continuacién el sistema V& = z, para x.

Como consecuencia de la estructura especial de las matrices M y D, el vector

21

Z2
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Py

€1 = aq,

€2 = Qg — CaU7,

€3 = a3 — C3Uy;

€4 = Q4 — C4U3;

by

Uy = —

€1

U9 =

by

€2
bs

€3
by

€4

€7

€6

eg = ag; g

= a7 — lgby;

= ag — l7bs;

Cs
€8

Cr
Iy =—
€7

Ce
lo =—
€6

Uy —_—

[a]

es = a5 — s U | — lbs

Figura 3.1: Cilculo en paralelo de los elementos de D para una matriz con n. = 8.

se puede obtener directamente de las expresiones

d
21 = —,
€1
d; — ¢z .
zi = ——, parai=23,...,q,
€i
dn
Zn = T,
€n
di — bzzz
+1 .
zi = —————, parat=n—1n—2,... .9+ 2,
€;
g1 = Cqr17g — bgy12442
Zg+1 = :

€q+1

(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)

(3.19)

Como consecuencia de la estructura de la matriz V', al resolver V@ = z se obtiene que

y por tanto

X

X

= Z; — UiTi41,

= Z;— lixi—h

Lg+1 = Zg+1

parai=gq,q—1,...,1,

parai=q+2,...,n.

(3.20)

(3.21)
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(] ]

by dy c8 ds
er=ay; w=—; 21=— eg =ag; Ilg=—; z=—

€1 €1 €8 €8

by do — com cr d7 — brzg
eg =ag —couy; Ug=—; zm=——|er=a7—Igby; l1=—; z2=———

) () er er

bg d3 — 329 Cg dg — b627
€3 =ag—c3ug; u3=—; 23=—-— |€5=ag—Ithg; l6=—; 2=—"T-—

es es €6 €6

by dy — cqz3
€4 = A4 — C4U3; Uyp = —; Zp =

€4 €4

Uy, 24 ————— ,
@] e
€5 = a5 — C5lg — b5 e5 = a5 — 05 — lgbs
B ds — c524 — b5 B ds — 05 — b5
es

r5 = z5 z5
es
T4 = Z4 — U4TH
T3 = 23 — U3TL4 r6 = 26 — lgxs
Tr9 = 29 — U3 Try = 27 — l7.7)6
T1 = 21 — UL rg = 28 — lgx7

Figura 3.2: Calculo en paralelo de la solucion del sistema (2.4) para una matriz

con n = 8.

Debe observarse que todos los célculos expresados en las relaciones (3.15)—(3.21) pue-
den desarrollarse en paralelo en dos procesadores excepto el del elemento centrales zgy1.
Todas las comunicaciones que deben realizarse estan orientadas precisamente al célculo

de este elemento.

En la figura 3.2 se muestran los calculos realizados en cada procesador para obtener

la solucién del sistema (3.1) cuando n = 8.
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Ejemplo 3.1 Sea el sistema Ax = d, donde

66 1 0 0 0 0 0 0 67
-1 66 1 0 O O 0 O 66
0 -1 66 1 0 0 0 O 66
. 0O 0 -1 66 1 0 0 O v od= 66
o 0 0 -1 66 1 0 O 66
o 0 o0 0 -1 66 1 O 66
o 0 0 0 0 -1 66 1 66
00 0 0 0 0 =1 66| | 65 |

Puesto que cada término independiente se ha obtenido como suma de los coeficientes de

su ecuacion, la solucion del sistema tiene todas sus componentes iguales a 1.

Si se aplican las relaciones (3.10)—(3.14) se obtiene

1 0 0 0 |0 o0 0 0
1
—— 1 0 0 o o0 0 0
66
66
5 0 |0 o0 0 0
66
0 0 0 0 0 0
M= 66 66 ’
0 0 0 4357 ! 4357 00
66
1 -
0 0 0 0 |0 0
0 0 0 0 o o0 L
66
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4357
0 — 0o 0|0 0 0 o0
66
4357
0 — 0 0 0 0
66
4357
0 0 —
=l 0 0o 0 o0
b= 2179 ’
0 0 0 0 |= 0 0 o0
33
4357
0 0 0 0 - 0
66
4357
o 0 0 0|0 0 =<0
66
o 0 0 0|0 0 0 66
1L o0 0 o o0 o]
66
66
JEE 0 0 0 0
66
0 0 — 1 0 0 0 0
4357
66
00 0 1 |—=—= 0 0 0
V= 4357
00 0 0 1 0 0 0
66
00 0 0 |-&= 0 0
66
00 0 0 e 0
00 0 0 0 0 41
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Utilizando las expresiones (3.15)-(3.19) se obtiene la solucién del sistema M Dz = d,

67
66
4423
4357
4423
4357
4423
z = | 4357
1
4291
4357
4291
4357
65
66

Finalmente, mediante las relaciones (3.20) y (3.21) se obtiene la solucién de V& = z que

coincide con la del sistema Ax = d;

T G U U G U GH

3.2.2 Algoritmo BSP para dos procesadores

Todo lo expuesto en la subseccién 3.2.1 sugiere el siguiente algoritmo BSP para dos

procesadores. Se supone que la matriz A y el vector de términos independientes d estan
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inicialmente almacenados en el procesador principal F.

Algoritmo 3.1 Algoritmo BSP para dos procesadores
Superpaso 1

El procesador P, envia a P, los elementos a;, b;, ¢;, d;, parai = qg+1,q+2,... ,n, excepto
b, = 0.

Superpaso 2

Calculo de los elementos ¢; y z;.

e En el procesador P,

o Sea e; = a; y calcilese z; mediante la expresién (3.15).

o Parai=23,...,q, calcilese u;_1, e; y z; usando las expresiones (3.9), (3.10) y
(3.16).

o El procesador Py envia al procesador P los elementos u, y z,.
e En el procesador P,

o Sea e, = ay, y calcilense [,,, z, utilizando las expresiones (3.11) y (3.17).

o Parai=n—1,n—2,...,q+2, calcilense ¢;, [; y z; usando las expresiones (3.12)
y (3.13) y (3.18).

o El procesador P, envia a P los elementos ;15 y 2442.

Superpaso 3

Calculo de los elementos €441, 2441 y de la solucién.

e Ambos procesadores calculan e,1 y z,+1 de acuerdo con (3.14) y (3.19), respectiva-
mente. Sea x,41 = 2441, entonces

o En el procesador Fj se calcula z;, para i = ¢q,q — 1,...,1, usando la expresion
(3.20).
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o En el procesador P; se calcula x;, parat =q+2,q9+3,... ,n, usando la expresién
(3.21).
e El procesador P, envia al procesador F, las componentes x;, parat = q¢+2,9+3,... ,n,

del vector solucion x.

El coste computacional del algoritmo 3.1 viene dado por la suma de los costes indivi-

duales de cada uno de los superpasos que lo integran.

Coste del superpaso 1. En este primer superpaso sélo hay comunicacion, por lo
que el coste aritmético es cero. El coste de comunicacion viene determinado por el envio
desde el procesador principal a P, de 4¢ — 1 elementos, correspondientes a la matriz
de coeficientes y el vector de términos independientes. Por tanto, el coste total de este

superpaso es

(2n—1)g+ 1.

Coste del superpaso 2. El procesador P, realiza una divisiéon para calcular z;, una
divisién para calcular u;, con © = 1,2, ... ¢, dos operaciones para el calculo de d; y tres
operaciones para el calculo de z;, con i = 2,3, ... ,q; en total 6g — 4 operaciones. Mientras
tanto, el procesador P realiza 6¢g— 10 (seis menos) operaciones, que corresponden a las ¢g—1
divisiones necesarias para calcular [;, coni =n,n—1,... ,¢g+2, una divisién para el calculo

de z,, 2 operaciones para calcular d; y 3 para calcular z;, cont=n—1,n—2,... ¢+ 2.

El procesador principal envia dos elementos a P; y éste a su vez comunica dos a Fj.

Luego el coste de comunicacién es 2¢g. En consecuencia, el coste del superpaso es

3n—4+2g9+1.

Coste del superpaso 3. En este superpaso se deben contabilizar las operaciones
realizadas por el procesador principal ya que P; realiza dos operaciones menos. Para
calcular los elementos e,41 y 2441 se requieren 9 operaciones y para el cdlculo de x;, con

1=1,2,...,q, se precisan 2¢q operaciones, luego el coste aritmético es 2q + 9.

En cuanto al coste de comunicacion, el procesador P; envia al procesador principal las

componentes Ty o, Tgis, ... , Ty de la solucién x, lo que supone un coste de (¢ — 1)g. Se
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tiene por tanto que el coste de este superpaso es

n+9—|—(g—1)g+l.

Sumando los costes se obtiene que el coste del algoritmo 3.1 es

5
dn +5 + 3"g + 3. (3.22)

3.3 Meétodo bidireccional para un niimero par de pro-

cesadores

En esta seccién se presenta una generalizacion para p procesadores del método estu-
diado en la seccion 3.2, basada en algunos de los resultados obtenidos en el método de
las particiones superpuestas que se ha estudiado en el capitulo 2. Se supone que tanto el

numero de procesadores, p, como el orden, n, de la matriz de coeficientes es par; asimismo

. , n
se supone que existe un numero natural k£ tal que k = —.

3.3.1 Descripciéon del método

Sea m el valor obtenido al aplicar la expresion (2.14), esto es

B 1 e(l1—672)
m = {log = log - —‘ : (3.23)

donde € es el maximo error permitido al resolver el sistema (3.1) mediante el método de

las particiones superpuestas y

max —
1<i<n a;
lu - 1 . 5_1 )

es una cota superior de la norma infinito de la solucién del mismo. Se define

m =2 [g] . (3.24)
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Se considera el sistema (3.1) particionado en g bloques de tamano 2k x 2k como sigue

_Al By 11 T | [ d; |
Cy Ay By T2 d
= : (3.25)
C%,l A%,l B%,l w%,l d%,l
Cer Az e dr
- 2 2 4 L 2 L 5

y una nueva particion en bloques (basada en la anterior) anadiendo 2m filas (respectiva-
mente, componentes) a cada uno de los bloques intermedios de la matriz de coeficientes
(respectivamente, vector de términos independientes) y m’ filas (respectivamente, com-
ponentes) a los bloques extremos de A (respectivamente, d). Los nuevos bloques estan
solapados y contienen un ntmero par de filas, de este modo se obtiene un conjunto de
subsistemas (los centrales con 2k + 2m ecuaciones e incégnitas y los extremos con 2k +m/

ecuaciones e incognitas)
s P
Aiil}i =d4a;, 1= 1,2,... ,5, (326)

donde

e A eslasubmatriz de A de tamano (2k+m’) x (2k-+m’) formada por las filas y colum-

nas 1,2,... ,2k+m’y d; es el vector formado por las componentes 1,2, ..., 2k+m/
de d;
o A; parai=2.3,... ,g — 1, es la submatriz de A de tamano (2k +2m) x (2k + 2m)

formada por las filas y columnas 2(i—1)k—m~+1,2(i—1)k—m+2,... , 2ik+my d; es
el vector formado por las componentes 2(i—1)k—m+1,2(:—1)k—m~+2, ..., 2ik+m

de d;

o flg es la submatriz de A de tamano (2k +m’) x (2k + m') formada por las filas y
columnas n — 2k —m’ + 1,n — 2k — m' 4+ 2,... ,n y, finalmente, cip,l es el vector
formado por las componentes n — 2k —m’ +1,n — 2k —m’+2,... ,n, de d.

Estos subsistemas son resueltos aplicando el algoritmo 3.1 en cada par de procesadores

(Poi2, Paic1), para i =1,2,. .. ;g‘



3.3 Método bidireccional para un numero par de procesadores 127

El método consta de tres fases: en la primera, se comunican datos desde el procesador

principal al resto; en la segunda, se aplica el algoritmo 3.1 para resolver el sistema (3.26) en
cada par de procesadores (Py;_g, Poi_1),coni=1,2,..., g; finalmente, en la tercera fase,

cada procesador comunica sus soluciones parciales al procesador principal. A continuacion

se describen cada una de esas fases.
Fase 1

Como se ha comentado anteriormente, cada par de procesadores recibe los bloques A;
y d; de los subsistemas (3.26). En un tnico superpaso, cada procesador recibe los datos
necesarios para ejecutar el algoritmo 3.1 en la siguiente fase, el nimero total de datos

recibidos por el procesador j, para j =1,2,... ,p— 1, es 4¢(j) — 1, con

. k+2 sij=1p-2p—1,
t(j) = 2 (3.27)

k+ m, en otro caso.

La primera fila de A y d que el procesador j, para j = 1,2,... ,p— 1, debe recibir del

principal es ¢1(j), con

t(y) + 1, sij=1,
Gk —mt1, sij=2%  coni=12.. 2 2
910 =0 @i+ 1)k +1, sij=2i+1lconi=12.. 5-2 (3.28)

n—2t(j)+1, sij=p-—2
n—t(j)+1, sij=p-—1;

noétese que si p = 4 la expresion anterior se limita a

1) + 1, sij=1,
$1(j) =4 n—2t(j)+1, sij=p—2,
n—t(j)+1, sij=p-—1
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Ejemplo 3.2 Parap =38, n =40 y m = 3, la particién (3.25) tiene la forma

Al B1 Iy dl
Cy Ay B x d
2 2 2 2 _ 2 (3‘29)
Cg A3 Bg I3 dS
L Cy Ay 1 L T4 | i dy, )
m' =4y
7, sij=1,6,7

8, en otro caso.

Este ultimo valor representa el niimero total de filas que cada procesador debe recibir

de la matriz de coeficientes y del vector de términos independientes.

Al calcular la funcién ¢y, usando la expresion (3.28), se obtiene

#(1) = 8  ¢i(2) = 8  ¢1(3) = 16,
¢1(4) = 18,  ¢1(5) = 26, ¢i(6) = 27,

lo que significa que el procesador P recibe los elementos de A y d situados desde la fila 8
a la 14 excepto b4, Py recibe los elementos situados desde la fila 8 a la 15 excepto cg, Ps
recibe los elementos situados desde la fila 16 a la 23 excepto bys, P, recibe los elementos
situados desde la fila 18 a la 25 excepto c13, Ps recibe los elementos situados desde la fila

26 a la 33 excepto bss, Py recibe los elementos situados desde la fila 27 a la 33 excepto cor

v, finalmente, P; recibe los elementos situados desde la fila 34 a la 40. [
Fase 2
En esta fase cada par de procesadores (Py;_o, Py 1), para i = 1,2,... ,g, ejecutan

el algoritmo 3.1 (excepto la primera y iltima comunicacién) con los elementos que han
recibido en la fase 1. Obsérvese que, en este caso, los procesadores pares ejecutan las

mismas operaciones y comunicaciones que el procesador Py en el algoritmo 3.1, mientras
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que los procesadores impares realizan las mismas operaciones y comunicaciones que el

procesador P; en el algoritmo 3.1.
Fase 3

Tras la ejecucién del algoritmo 3.1 en la fase 2, cada procesador j, paraj =1,2,... ,p—

1, ha obtenido un vector solucién parcial de ¢(j) componentes (la solucién parcial de Py
!

m
tiene k + 5> componentes). El objetivo de esta fase es determinar qué componentes de
su solucién parcial debe enviar cada procesador al principal a fin de obtener la solucion

general del sistema (3.1).

Ejemplo 3.3 Continuando con el ejemplo 3.2, cuando se aplica la fase 2 del algoritmo 3.1
los procesadores P, a Py calculan un vector solucion parcial de 8 componentes mientras
que la solucion parcial de los procesadores Py, Py, Ps y P; tiene 7 componentes. De
cada uno de los cuatro bloques de la particion (3.29) se eligen 10 componentes como
sigue: de x; las 10 primeras componentes, de x4 las 10 tltimas y para el resto las 10
componentes centrales. Obsérvese que parte de las componentes de x;, parat = 1,2, 3,4,
estan en el procesador Py;,_o v parte en el procesador P»;_1, se necesita pues determinar

qué componentes se eligen de cada procesador. [

Todas las componentes del vector solucién parcial del primer y ltimo procesador

forman parte de la solucién general. Se deben tomar las k 1ltimas componentes en los

m/

procesadores pares, excepto en el ultimo procesador par en el que se eligen las k£ — 5

ultimas componentes, y las k primeras componentes en los procesadores impares, excepto
!

: . ) m
en el primer procesador impar en el que se toman las primeras k — 5 componentes. En

la figura 3.3 se muestra, para p = 8, la formacién de la solucién del sistema (3.1) a partir

de las soluciones parciales en cada procesador.

3.3.2 Algoritmos BSP para un numero par de procesadores

El siguiente algoritmo BSP implementa el nuevo método paralelo para resolver siste-

mas tridiagonales, basado en las tres fases que se han descrito anteriormente.



130 3 Métodos bidireccionales

Figura 3.3: Obtencién de la solucién general a partir de las soluciones parciales

para p = 8.
Algoritmo 3.2 Algoritmo BSP para resolver sistemas tridiagonales para p procesadores.

Superpaso 1
Inicio.
e El procesador principal calcula k = 2 m de acuerdo con (3.23) y m/ mediante (3.24).

p

e Cada procesador recibe desde el procesador principal los correspondientes elementos de
A'y d de acuerdo con la funcién ¢, definida en (3.28), esto es

! !
o P,enviaa P, lafila j-ésima de A, y dy, para j — k+m7+1, k+m7+2, 2k

o Parai:1,2,...,§—2.



3.3 Método bidireccional para un numero par de procesadores 131

o Py envia a Py; la fila j-ésima de A, y d;, para 7=12... . k4+m.
o Py envia a Py 41 la fila j-ésima de A y d;, para j = k+m+ 1 k+m+
2,...,2k+2m.

!/

. ., P s . m
o Pyenviaa B, oy P, 1 lafila j-ésima de Ag y dg, para j = 1,2,...  k+ 5 Y

/ !/

j=k+ m? +1,k+ m? +2,...,2k +m/, respectivamente.

e El procesador principal envia m al resto de procesadores.
Superpaso 2

e Parai=1,p—2,p— 1, el procesador P; calcula m/'.

: P _ L
e Parai=1,2,... 1 los procesadores (Po;_o, Ps;_1) resuelven el subsistema A;&; = d;

ejecutando los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1, excepto la comunicaciéon final de
soluciones del final del superpaso 3.

e Comunicacién de soluciones parciales.

!/ /

o P, comunica a F, las componentes k + m7 +1,k+ m7 +2,...,2k de &;.
o Parai=1,2,... ,]—9—2
2
© P,; comunica a Py las componentes m + 1, m +2,... ,m+ k de &;.
© P51 comunica a Py las componentes m+k+1,m+k+2,... ,m-+ 2k de
Tiy1-
m/
o P, 5 comunica a Py las componentes m’ +1,m' +2,... ,k+ > de @p.
2
_ m' m/ P

o P, 1 comunica a Py las componentes k‘+7 +1, k+7 +2,...,2k+m de Zy.

e El procesador principal forma la solucién x del sistema (3.1) haciendo:

o Para j =1,2,...,2k, las componentes j-ésima y (n — 2k + j)-ésima de x igual

a las componentes j-ésima y (m' + j)-ésima de ; y &z, respectivamente.
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o |

4 \ 4 4 \ 4 ) 4 M4 Y M4
L] a] ] [a] a] [ B] [&] 2]
E:::l::::::::[:::::::1:::Eﬁiﬁiﬁri{éiﬁ&m""'a:é'iiiii::I::::::::1::::::::1::]
(R el [r] [a] 2] [B] [R] 2]
L a] 2] [a] ] [B] [&] [ 2]
i barrera de Sincrondzacion.

v Y \ Y Y A Y A
(R ][] [A][A2][R] [R][P]
E‘ Y Y Y Y Y

Figura 3.4: Esquema de comunicacion para 8 procesadores del método descrito en

el algoritmo 3.2.

o Parai=1,2,... ,B—Zyjzl,Z,... , 2k, la componente

2

igual a la componente (m + j)-ésima de &;,1.

(2ik + j)-ésima de x

Obsérvese que el algoritmo 3.2 contiene tres barreras de sincronizacién ya que en

el superpaso 2 se ejecutan los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1. En la figura 3.4 se

muestra un ejemplo de ejecuciéon del algoritmo para p = 8; obsérvese el especial patréon de

comunicaciones necesario: cada par de procesadores comunican entre si en el superpaso

central.

A continuacién se obtiene el coste computacional del algoritmo 3.2.
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Coste del superpaso 1. Para calcular m, a partir de los pardmetros ¢ y pu, se
necesitan 3n + 12 operaciones (véase la expresion (2.19) en la pagina 77). El célculo de k
requiere una operacion y el de m’ dos. En consecuencia, el coste aritmético del superpaso
es 3n + 15.

Para obtener el coste de comunicacion de este superpaso, debe tenerse en cuenta que el
procesador principal envia 4(k+m)—1 elementos al procesador P;, parai =2,3,... ,p—3,
y envia 4 (k + m?/) — 1 elementos al procesador P;, para j = 1,p — 2,p — 3, ademaés envia
m a todos los procesadores. Como en el peor de los casos m' = m + 1, en total envia
(p—4)(4k +4m — 1) + 3(4k + 2m + 1) + p — 1 elementos, luego el coste de comunicacion
es (4n — 4k — 10m + 4mp + 6)g.

El coste computacional del superpaso es, por tanto,

3n+ 15+ (4n — 4k — 10m + 4mp + 6)g + L. (3.30)

Coste del superpaso 2. Los procesadores que mas operaciones realizan son P,
con i = 2,3,...,p— 3. Cada pareja de procesadores resuelve un sistema de tamano
2(k +m) x 2(k + m), en consecuencia el coste aritmético del superpaso 2 del algoritmo
3.1 es 3[2(k+m)] — 4 y el del superpaso 3 es 2(k +m) + 9 (véase la expresién (3.22)). El

coste aritmético de este superpaso es, por tanto, 8k 4+ 8m + 5.

En este superpaso se pueden considerar dos etapas de comunicacién. La primera
contiene la comunicacién del superpaso 2 del algoritmo 3.1, cada pareja de procesado-
res comunican entre si 2 elementos. La segunda esta relacionada con la obtencion del
vector solucién final en el procesador principal, este recibe en total n — (k + %/) ele-
mentos del resto de procesadores. El coste total de comunicacién de este superpaso es

(n — k-5 + %) g, considerando que en el peor de los casos m' = m + 1.

El coste global de este superpaso es

3
8k+8m+5+<n—k—%+§>g+2l. (3.31)

Sumando las expresiones (3.30) y (3.31) se obtiene el coste computacional del método

descrito por el algoritmo 3.2

21 15
3n+8k+8m+20+<5n—5k—?m+4mp+7>g+3l.
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Ejemplo 3.4 Sea el sistema Ax = d, de 12 ecuaciones lineales, donde

66 1 0 0 O 0 67
-1 66 1 0 O 0 66
-1 66 1 0 0 66

1 0 66
0 66
0 66
0 66
0 66
0 66
0 66
1 66
0O 0 0 -1 66 65

0
0 0
0 0
0 O
0 0
0 0
0 O
0 0
0 0
0 O

Puesto que cada término independiente se ha obtenido como suma de los coeficientes de

su ecuacion, la solucion del sistema tiene sus doce componentes iguales a 1.

A continuacién se va a resolver el sistema aplicando el algoritmo 3.2 para 6 procesa-

dores.

La diagonal dominanza de A vale

. 67 66 66 65
5—111111{T,m,"‘ ,m,T} —33

Una cota superior de la norma infinito de la solucion del sistema viene dada por

67 66 66 65
max§ —, ==, """ s ass ap
66'66° 76666 ( g7

1 se toma un error e = 107, s ien ram iguiente valor
Si se toma erro 1073, se obtiene para m el siguiente valo

1 10-3(1 — 33°2)
1 — 71.989] = 2
log 33-1 & 67 [1.989] =2,

64
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en consecuencia m' = 2.

De las expresiones (3.27) y (3.28) se obtiene

t1) = 3, (1)
t2) = 4,  $(2)
t3) = 4 &B) =
t4) = 3, «(4)
tB) = 3, &)

esto significa que el procesador P; recibe de Py los elementos de A y d situados desde la

fila 4 hasta la fila 6 excepto el elemento bg, P, desde la fila 3 hasta la fila 6 excepto el

elemento c3, P3 desde la fila 7 hasta la fila 10 excepto el elemento bg, Py desde la fila

7 hasta la fila 9 excepto el elemento c¢; y Ps desde la fila 10 hasta la fila 12 excepto el

elemento bys.

Los procesadores Py y P, aplican los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1 al subsistema

6 1 0 0 0 0
166 1 0 0 0

0 -1 66 1 0 0

0 0 -1 66 1 0

0 0 0 -1 66 1
0 0 0 0 -166]|

obteniendo como solucion del mismo

—_ = =

0.9998
| 1.0151

67
66
66
66
66
66
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Los procesadores Py y Py aplican los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1 al subsistema

6 1 0 0 0 0 0 0 23 66
166 1 0 0 0 0 0 24 66
0 -1 66 1 0 0 0 0 #s 66
0 0 -1 66 1 0 0 0 i | | 66
0 0 0 -1 66 1 0 0 | |66 |
0 0 0 0 -1 66 1 0 g 66
0 0 0 0 0 -1 66 1 || & 66
[0 0 0 0 0 0 -166] &0 |66]
obteniendo como solucion del mismo
[ 0.9849 |
0.9998
1
) |
o =
1
1
0.9998
| 10151 |

Los procesadores P, y Ps aplican los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1 al subsistema

6 1 0 0 0 0 & 66
166 1 0 0 0 g 66

0 -1 66 1 0 0 i | | 66
0 0 -166 1 0 || aw| |66]
0 0 0 -1 66 1 || dn 66
0 0 0 0 —1 66 |dn]| |65
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obteniendo como solucion del mismo

En la siguiente tabla se muestra la solucién parcial de cada procesador.

[ 0.9849 |
0.9998

—_ = =

Procesador

Solucion parcial

Fy

1 1 1

P

1 0.9998 1.0151

P

0.9849 0.9998 1

1

Py

1 1

0.9998 1.0151

Py

0.9849 0.9998 1

Ps

1 1 1

Finalmente, el procesador principal obtiene la solucion general a partir de las soluciones

parciales, tomando las tres componentes del vector solucion parcial en Py, la primera en

Py, la tercera y cuarta componentes de la solucion parcial en P;, las dos primeras en Ps,

la tercera en P, y las tres componentes de la solucion parcial en Ps.

En el capitulo 2 se definieron, para:=20,1,... ,p —1,

Wi =

- |a;]
min —_—
ik+1<j<(i+ 1)k | |cj| 4 |bj]

m |d;
ax :
ik+1<j<(i+ 1)k | |aj]

(3.32)

(3.33)
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entonces
o = ogl?gl;lq{&i}’ (3.34)
max {u;}
_ 0<i<p-1
no o= —1_571 . (3.35)

Al igual que se hizo en el capitulo 2, el calculo de los parametros ¢ y u se puede
realizar en paralelo. En este caso, el procesador principal envia a cada procesador P;,
para i = 1,2,... ,p — 1, las filas (ik + j)-ésismas, con j = 1,2,... ,k, del sistema de
manera que éste pueda calcular los parametros 6; y p; de acuerdo con las expresiones
(3.32) y (3.33).

Una vez calculado por F el valor de m, debe comunicar a los otros procesadores el
resto de elementos del sistema (3.1) que se necesitan para que cada pareja de procesadores

pueda resolver el subsistema de (3.26) que le corresponda. Todos los procesadores deben
!/

recibir m filas excepto P; y P,_2 que deben recibir m/' filas y P, ; que debe recibir m7

filas. La primera fila de A y d que el procesador P;, para j =1,2,... ,p— 1, debe recibir
del principal es ¢o(j), con

U +1, sij=1,
20k —m + 1, sij=2 coni=12,...,5-2,
' ‘ o - b
6o(j) = 20+ 1)k + 1, sij=2+1lconi=12,...,5-2 (3.36)

n—2k—m'+1, sij=p—2,
!

n—k:—m?%—l, sij=p—1.

El siguiente algoritmo BSP modifica el algoritmo 3.2 para realizar el calculo de 6 y i
en paralelo.

Algoritmo 3.3 Algoritmo BSP para p procesadores con célculo de ¢ y 1 en paralelo

Superpaso 1

. n
e El procesador principal P, calcula k = —.
p
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e Parai=1,2,... ,p—1, el procesador I} envia a F; los elementos c;xj, Qikyj, biksj Y
dip+j, con 3 =1,2,...  k excepto b, = 0.

Superpaso 2

e Parai = 0,1,... ,p— 1, P, calcula ¢; y u; de acuerdo con las expresiones (3.32) y
(3.33).
e Parai=1,2,... ,p—1, P, envia a F, los valores de los parametros ; y f;.

Superpaso 3

e El procesador P, calcula los pardmetros 6, 1, m y m' haciendo uso de las expresiones
(3.34), (3.35), (3.23) y (3.24).

e Parai = 1,2,...,p — 1, el procesador principal F, envia a P; los correspondientes
elementos de A y d, de acuerdo con la funcién ¢, definida en (3.36), esto es

o P, envia a P, los elementos ¢}, a;, bj y dj, con j =2k + 1,2k +2,... 2k +m/,

excepto bog .

p

o Parai=1,2,... ,5—2
o Py envia a P, los elementos c¢;, a;, b; y dj, con j = 2ik —m + 1,
2tk —m+2,...,2ik, excepto ok ma1-
o Py envia a Pyyq los elementos ¢j, aj, bj y d;, con j = 2(i + 1)k + 1,

2004+ 1)k +2,...,2(i + 1)k + m, excepto baiit1)k+m-

o Py envia a P, 5 los elementos c¢;, aj, b; y dj, con j = n — 2k —m' 4+ 1,
n—2k—m'+2,... ,n— 2k, excepto ¢, or mi1-
m/
o Py envia a P, ; los elementos ¢, a;, b; y dj, con j = n —k — > + 1,
m/
n—k—7+27... n—k.

e El procesador principal envia m al resto de procesadores.
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Superpaso 4

Como el superpaso 2 del algoritmo 3.2.

Al repartir el calculo de § y u entre p procesadores, el nimero de operaciones baja de
3n + 3 a 3k + 3, luego el coste aritmético pasa de 3n + 8k + 8m + 20 a 11k + 8m + 20;
se han introducido dos superpasos mas, por lo que el coste de sincronizacién aumenta de
3l a 5l. La comunicacién se ha incrementado en 2(p — 1) elementos (que corresponden

al envio desde los procesadores remotos a Py de los pardametros 6; y ;) por un lado y
/

. m . ; .
4m’ elementos (correspondientes a las 5 filas enviadas a P, que no seran necesarias

/
. A 5 m . .
para resolver el subsistema A2, = d; y las > filas enviadas a P,_s no necesarias para la

resolucion del subsistema Agfc% = d%) por otro; en consecuencia, el coste de comunicacion

vale

21 15
[(5n—5k—7m+4mp+7> +(4m+4+2p—2)]g

13 19
= <5n—5k—7m+4mp+2p+5> 9,

donde se ha considerado que en el peor de los casos m’ = m + 1.
A continuacién se obtiene con detalle el coste del algoritmo 3.3.

Coste del superpaso 1. Como se ha visto en el capitulo 2 (véase la expresién (2.25)

de la pagina 80), el coste de este superpaso es

1+ (4n— 4k — 1)g + 1. (3.37)

Coste del superpaso 2. En el capitulo 2 se obtuvo el coste de este superpaso (véase
(2.26), pagina 80), que es
3k+ (2p—2)g + L. (3.38)

Coste del superpaso 3. El procesador principal debe realizar tres operaciones para

calcular y, nueve operaciones para obtener el valor de m y dos operaciones para calcular
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m'; en total 14 operaciones. En este superpaso, envia el valor de m a todos los procesado-
res, envia 4m’—1 elementos a cada uno de los procesadores P, y P,_o, envia 2m' elementos
al procesador P,_; y envia 4m — 1 elementos al procesador F;, coni = 2,3,... ,p— 3, por
tanto el coste de comunicacion es [p — 1+ 2(4dm' — 1) +2m’ + (4dm — 1)(p — 4)] g. Como
en el peor de los casos m' = m + 1, se tiene que el coste del superpaso 3 es

14+ (=6m+4mp + 11)g + 1. (3.39)

Coste del superpaso 4. Puesto que este superpaso coincide con el superpaso 2 del

algoritmo 3.2, su coste viene dado por la expresion (3.31).

Sumando las expresiones (3.37), (3.38),(3.39) y (3.31) se obtiene el coste del algoritmo
3.3

13 19
11k;+8m+20+<5n—5k—?m+4mp+2p+7>g+5l. (3.40)

3.4 Resultados numeéricos

En esta seccion se analizan los tiempos previstos tedricamente y los tiempos experi-
mentales de los algoritmos 3.1, 3.2 y 3.3 (a los que se referenciara en las tablas y figuras
como TW, TW1 y TW2 respectivamente). Las pruebas experimentales se han realizado
en el IBM SP2 y el cluster de PC’s cuyas caracteristicas se han descrito en la subsec-
cion 1.5.3. Por comodidad, en la tabla 3.1 se repiten los parametros obtenidos para esas

maquinas que se muestran en la tabla 1.1.

El tiempo tedrico se ha obtenido considerando que el tamano de bloque de los mensajes

que se comunican entre los procesadores es k = — y que el coste de comunicacion de una
p

g(k) = <% + 1) oo

ademads se ha tomado m = 5. Los algoritmos 3.1 (TW), 3.2(TW1) y 3.3(TW2) han sido

implementados en Fortran usando la version v1.3 de la libreria BSPLib, se ha generando

palabra de 32 bits es

(NI

el sistema (3.1) obteniendo aleatoriamente los elementos de la matriz de coeficientes A
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s p [ g n s p [ g n1
45 1 423 23 26 45 1 423 2.3 8
2 3294 95 25 2 20235 709.7 3
4 5366 124 25 4 54163 13626 9
6 8164 12.5 25 6 121958 3211.2 9
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

s p l g ni

164 1 23 02 22

2 2556 6.9 5

4 5152 74 4

6 7538 6.8 4

(c) Cluster de PC’s

Tabla 3.1: Valores de pardmetros BSP.

y, para simplificar, eligiendo el vector de términos independientes d de manera que la
solucién sea © = [1,1,... l]T. A la eleccién aleatoria de los coeficientes se le ha anadido

la restriccién de que m =5 (véase la tabla 2.1 en la pagina 70 ).

En la tabla 3.2 y la figura 3.5 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, me-
didos en segundos, del algoritmo 3.1 (TW) en el IBM SP2 con 2 procesadores utilizando
switch y en las tablas 3.3, 3.4 y figuras 3.6, 3.7 se muestran los tiempos tedricos y experi-
mentales, medidos en segundos, de las algoritmos 3.2(TW1) y 3.3(TW2) en el IBM SP2
para 4 y 6 procesadores utilizando switch.

En la tabla 3.5 y la figura 3.8 se muestran los tiempos tedricos y experimentales,
medidos en segundos, del algoritmo 3.1 (TW) en el IBM SP2 con 2 procesadores utilizando
ethernet y en las tablas 3.6, 3.7 y figuras 3.9, 3.10 se muestran los tiempos tedricos y
experimentales, medidos en segundos, de las algoritmos 3.2(TW1) y 3.3(TW2) en el IBM
SP2 para 4 y 6 procesadores utilizando ethernet.
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Tabla 3.2: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW), medidos

en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch, para

128 < n < 524288.

IBM SP2 2 procesadores switch

T™W

n Teodrico Experimental
128 | 0.0003 0.0003
256 | 0.0003 0.0007
512 | 0.0004 0.0009
1024 | 0.0006 0.0006
2048 | 0.0010 0.0009
4096 | 0.0017 0.0017
8192 | 0.0031 0.0030
16384 | 0.0060 0.0062
32768 | 0.0117 0.0113
65536 | 0.0233 0.0234
131072 | 0.0463 0.0441
262144 | 0.0923 0.0880
524288 | 0.1845 0.1818
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0.004
Bresrico TW
0.003 O Experimental TW
b0.002 |
seg
0.001 F
0.000
128 256 512 1024 2048 4096 8192
n
(a) 128 < n < 8192
0.20
BTeorico TW
0.15 L DOExperimental TW
! 0.10
(seg) 0 [
0.05 +
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16384 32768 65536 131072 262144 024288

(b) 16384 < n < 524288

Figura 3.5: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW) en un IBM

SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 4 procesadores switch

n

Teérico Experimental

TW1

Teérico Experimental

TW2

128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536
131072
262144
524288

0.0005
0.0006
0.0007
0.0011
0.0017
0.0030
0.0056
0.0107
0.0210
0.0416
0.0829
0.1653
0.3302

0.0006
0.0006
0.0013
0.0012
0.0017
0.0029
0.0054
0.0105
0.0206
0.0413
0.0805
0.1572
0.3249

0.0007
0.0008
0.0010
0.0013
0.0018
0.0030
0.0054
0.0101
0.0196
0.0386
0.0766
0.1525
0.3043

0.0008
0.0008
0.0014
0.0014
0.0019
0.0029
0.0052
0.0098
0.0193
0.0372
0.0735
0.1478
0.2928

Tabla 3.3: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TWI1) y
3.3 (TW2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante

switch, para 128 < n < 524288.
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Breorico TW1
O Experimental TW1
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Experimental TW2
0.004 t
b 0,003 t

0.000 ﬂJ I:IJ ﬂ_l
128 256 512

(a) 128 <n <8192

1024 2048 4096 8192

n

0.35
3 :Teo'rico TW1
Experimental TW1
0.30
3 HTedrico TW2
025 L Experimental TW2
0.20
t I
(seg) 015
0.10
0.05
0.00

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(b) 16384 < n < 524288

Figura 3.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 6 procesadores switch

n

Teérico Experimental

TW2

126
252
504
1008
2016
4032
8064
16128
32256
64512
129024
258048
516096

TWI1
Teérico Experimental
0.0007 0.0011
0.0008 0.0010
0.0010 0.0010
0.0013 0.0017
0.0020 0.0020
0.0034 0.0033
0.0061 0.0057
0.0115 0.0112
0.0225 0.0224
0.0443 0.0429
0.0879 0.0878
0.1751 0.1739
0.3496 0.3450

0.0011
0.0012
0.0013
0.0016
0.0023
0.0035
0.0060
0.0110
0.0210
0.0410
0.0811
0.1612
0.3213

0.0016
0.0013
0.0013
0.0021
0.0022
0.0034
0.0059
0.0107
0.0207
0.0409
0.0810
0.1594
0.3168

Tabla 3.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TWI1) y
3.3 (TW2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante

switch, para 126 < n < 516096.
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0.007
I .Teéricg TW1
0006 L OExperimental TW1
r M Tebrico TW2 v
0005 L Experimental TW2
0.004 +
t -
(se8) 0.003
0.002
0.001
0.000
126 252 504 1008 2016 4032 8064
n
(a) 126 < n < 8064
0.35
I .Teéricg TW1
0.30 F OExperimental TW1
r HTebrico TW2
025 Experimental TW2
0.20 t+
t -
(seg) 0,15

0.10

0.05

0.00

16128 32256 64512 129024 258048 516096
n

(b) 16128 < n < 516096

Figura 3.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3
(TW2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante switch.



3.4 Resultados numéricos

149

Tabla 3.5: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW), medidos

en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ecthernet, para

128 < n < 524288.

IBM SP2 2 procesadores ethernet

T™W

n Teodrico  Experimental
128 | 0.0040 0.0051
256 | 0.0065 0.0078
512 | 0.0116 0.0122
1024 | 0.0217 0.0245
2048 | 0.0420 0.0503
4096 | 0.0826 0.0807
8192 | 0.1637 0.1935
16384 | 0.3259 0.3267
32768 | 0.6503 0.6570
65536 | 1.2992 1.2962
131072 | 2.5969 2.5170
262144 | 5.1923 4.9264
524288 | 10.3831 10.2384
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0.25
BTesrico TW
020 - OExperimental TW
0.15
t
(seg)
0.10
0.05
0.00
128 256 012 1024 2048 4096 8192
n
(a) 128 < n < 8192
12.00
BTeorico TW
10.00 DOExperimental TW
8.00
b 600 f
(seg)

4.00

2.00

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(b) 16384 < n < 524288

Figura 3.8: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW) en un IBM

SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ethernet.
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IBM SP2 4 procesadores ethernet
TW1 TW2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0136 0.0159 0.0167 0.0199
256 | 0.0208 0.0192 0.0238 0.0223
512 | 0.0353 0.0397 0.0383 0.0457
1024 | 0.0645 0.0756 0.0673 0.0776
2048 | 0.1227 0.1317 0.1255 0.1353
4096 | 0.2392 0.2581 0.2419 0.2614
8192 | 0.4722 0.4516 0.4747 0.4645
16384 | 0.9382 1.5570 0.9403 1.5768
32768 | 1.8703 1.7849 1.8716 1.8026
65536 | 3.7344 3.7286 3.7340 3.7290
131072 | 7.4625 7.3648 7.4589 7.4057
262144 | 14.9188 14.6156 14.9087 14.6577
524288 | 29.8315 29.5015 29.8082 29.0884

Tabla 3.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3
(TW2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante et-

hernet, para 128 < n < 524288.
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0.50
0.45
0.40
0.35
0.30
(Sig) 0.25
0.20
0.15
0.10
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0.00

35.00

30.00 |
25.00 |
20.00 |
(seg) 15,00 |
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0.00

Figura

BTe6rico TW1
L OExperimental TW1

L HETebrico TW2
Experimental TW2

128 256 512 1024 2048 4096 8192

n

(a) 128 <n <8192

B1eorico TW1
OExperimental TW1

HETebrico TW2
Experimental TW2

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(b) 16384 < n < 524288

3.9: Tiempos tecricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y

3.3 (TW2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante ethernet.



3.4 Resultados numéricos

153

IBM SP2 6 procesadores switch
TW1 TW2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0387 0.0530 0.0462 0.0613
252 | 0.0569 0.0693 0.0640 0.0826
504 | 0.0941 0.1485 0.1011 0.1578
1008 | 0.1689 0.1939 0.1758 0.2076
2016 | 0.3188 0.3595 0.3256 0.3873
4032 | 0.6187 0.7034 0.6253 0.6810
8064 | 1.2185 1.2018 1.2249 1.2027
16128 | 2.4181 2.2668 2.4241 2.2816
32256 | 4.8173 5.1613 4.8224 5.2240
64512 | 9.6158 9.3562 9.6191 9.4004
129024 | 19.2128 17.9982 19.2125 17.9316
258048 | 38.4068 37.5757 38.3993 35.7255
516096 | 76.7948 74.5992 76.7730 75.1931

Tabla 3.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3
(TW2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante et-

hernet, para 126 < n < 516096.
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(b) 16128 < n < 516096

Figura 3.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante ethernet.
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En la tabla 3.8 y la figura 3.11 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, me-
didos en segundos, del algoritmo 3.1 (TW) en el cluster de PC’s para 2 procesadores y en
las tablas 3.9, 3.10 y figuras 3.12, 3.13 se muestran los tiempos teoricos y experimentales,
medidos en segundos, de las algoritmos 3.2(TW1) y 3.3(TW2) en el cluster de PC’s para

4 y 6 procesadores.

Los tiempos han sido obtenidos para diferentes tamanos de la matriz de coeficientes,
en el IBM SP2 el tamano varfa desde 128 a 524288 para 2 y 4 procesadores y desde 126 a
516096 para 6 procesadores; en el cluster de PC’s el tamano de la matriz de coeficientes

varia desde 128 a 65536 para 2 y 4 procesadores y desde 126 a 64512 para 6 procesadores.

En las figuras 3.14, 3.15 y 3.16 se muestra el porcentaje de desviacién del tiempo

experimental con respecto al tedrico en funciéon del tamano n del sistema.

Las mayores diferencias entre el tiempo previsto y el experimental se obtienen en los
sistemas de tamano pequeno en los que, por lo general, suele ser mayor el tiempo experi-
mental que el tedrico. A medida que aumenta el tamano de sistema el tiempo obtenido
experimentalmente se ajusta mejor al esperado, para tamanos grandes la desviacién (salvo

alguna excepcion) oscila entre el 0% y el 5%.

En las tablas 3.11, 3.12 y 3.13 se muestra el algoritmo mas rapido (tedrica y experi-
mentalmente) entre los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2), en cada una de las méquinas
para los distintos tamanos de sistema. Se observa que en el IBM SP2 utilizando switch
es mejor calcular m en paralelo (esto es, el algoritmo 3.3) para valores de n > 4100. En
el IBM SP2 utilizando ethernet y en el cluster de PC’s es mejor el algoritmo 3.3 para

tamanos de sistema mayores, por encima de 50000 ecuaciones.

En la tabla 3.14 se muestra el speed-up y la eficiencia de los algoritmos 3.1 (TW),
3.2(TW1) y 3.3(TW2) con respecto al método de eliminacién de Gauss para sistemas
tridiagonales, que es el mejor algoritmo secuencial para la resolucién de sistemas tridia-
gonales, considerando los tiempos tedricos de los sistemas de tamano maximo de los que

se han obtenido resultados experimentales en cada una de las maquinas.

La eficiencia que se obtiene no es muy buena, y en caso del IBM SP2 con ethernet es
pésima; sin duda un factor determinante es el valor de g. Para otras maquinas con menor
valor de g se obtiene mejor eficiencia, como es el caso de un CRAY T3D o un CRAY

T3E. Por comodidad, en la tabla 3.15 se repiten los valores de los parametros de estas
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Cluster de PC’s 2 procesadores
W

n Teérico Experimental
128 | 0.0038 0.0043
256 | 0.0039 0.0042
512 | 0.0041 0.0039
1024 | 0.0045 0.0049
2048 | 0.0053 0.0059
4096 | 0.0068 0.0069
8192 | 0.0100 0.0098
16384 | 0.0163 0.0161
32768 | 0.0289 0.0283
65536 | 0.0541 0.0523

Tabla 3.8: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (T'W) medidos en
un cluster de PC’s, para 2 procesadores y 128 < n < 65536.

maquinas que se muestran en la tabla 2.16, para las mismas se obtiene el speed-up y la
eficiencia que figura en la tabla 3.16 considerando el mismo tamano de sistema que para
la tabla 3.14.
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(b) 4096 < n < 65536

Figura 3.11: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW) en un

cluster de PC’s para 2 procesadores.
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Cluster de PC’s 4 procesadores

n

TW1

Teodrico Experimental

Teodrico Experimental

TW2

128
256
012
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536

0.0101 0.0116
0.0102 0.0112
0.0105 0.0110
0.0111 0.0115
0.0123 0.0193

0.0146 0.0136
0.0193 0.0186

0.0287 0.0268
0.0475 0.0471
0.0851 0.0842

0.0166
0.0168
0.0170
0.0175
0.0186
0.0206
0.0248
0.0331
0.0496
0.0828

0.0199
0.0186
0.0178
0.0171
0.0282
0.0192
0.0237
0.0326
0.0481
0.0820

Tabla 3.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritinos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) medidos en un cluster de PC'’s, para 4 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 3.12: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un cluster de PC’s para 4 procesadores.
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Cluster de PC’s 6 procesadores

n

TW1

Teodrico Experimental

Teodrico Experimental

TW2

126
252
504
1008
2016
4032
8064
16128
32256
64512

0.0224 0.0252
0.0226 0.0251
0.0229 0.0223
0.0234 0.0220
0.0246 0.0262

0.0268 0.0260
0.0314 0.0311
0.0405 0.0382
0.0586 0.0582
0.0950 0.0902

0.0373
0.0374
0.0376
0.0381
0.0391
0.0411
0.0450
0.0529
0.0686
0.1000

0.0426
0.0416
0.0381
0.0357
0.0417
0.0403
0.0425
0.0506
0.0675
0.0984

Tabla 3.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmnos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) medidos en un cluster de PC'’s, para 6 procesadores y 126 < n < 64512,
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Figura 3.13: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un cluster de PC’s para 6 procesadores.
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Figura 3.14: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 3.1 (TW), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 con switch.
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Figura 3.15: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 3.1 (TW), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 con ethernet.

(¢) 6 procesadores



164 3 Métodos bidireccionales

10%

0% W ——————————+—+—
V 10000 20000 30000 40000 50000 60000

-10%
n
-20% t
-30% t
-40%

-50% | ——w

-60%

(a) 2 procesadores

10%

0% H . ; .
aﬁ 10000 20000 30000 40000 50000 60000

-10%

n
-20% ¢
-30% t
-40%

——Twi
-50% —o—Tw2

-60%

(b) 4 procesadores

10%

/
0% ﬁ’m ; ; .

V 10000 20000 30000 40000 50000 60000

-10%

n
-20% t
-30% t
-40%

——Twi
-50% —e—TW2

-60%

(¢) 6 procesadores

Figura 3.16: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritinos 3.1 (TW), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un cluster de PC’s.
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IBM SP2 switch
4 procesadores 6 procesadores
n Teér. Exper. n Teér. Exper.
128 | TW1 TWI1 126 | TW1 TWI1
256 | TW1 TWI1 252 | TW1 TWI1
512 | TW1 TW1 504 | TW1 TW1
1024 | TW1 TW1 1008 | TW1 TW1
2048 | TW1 TWI1 2016 | TW1 TWI1
4096 | TW1  TW2 4032 | TW1  TW1
8192 | TW2 TW2 8064 | TW2 TW1
16384 | TW2 TW2 16128 | TW2 TW2
32768 | TW2  TW2 32256 | TW2  TW2
65536 | TW2  TW2 64512 | TW2  TW2
131072 | TW2  TW2 | 129024 | TW2 TW2
262144 | TW2  TW2 | 258048 | TW2 TW2
524288 | TW2  TW2 | 516096 | TW2 TW2

Tabla 3.11: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-

mos 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 switch.
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IBM SP2 switch
4 procesadores 6 procesadores
n Teér. Exper. n Teér. Exper.
128 | TW1 TWI1 126 | TW1 TWI1
256 | TW1 TWI1 252 | TW1 TWI1
512 | TW1 TW1 504 | TW1 TW1
1024 | TW1 TW1 1008 | TW1 TW1
2048 | TW1 TWI1 2016 | TW1 TWI1
4096 | TW1  TW1 4032 | TW1  TW2
8192 | TW1 TW1 8064 | TW1 TW1
16384 | TW1 TWI1 16128 | TW1  TWI1
32768 | TW1 TWI1 32256 | TW1  TWI1
65536 | TW2 TWI1 64512 | TW1 TW1
131072 | TW2  TWI1 | 129024 | TW2 TW2
262144 | TW2  TW1 | 258048 | TW2 TW2
524288 | TW2  TW2 | 516096 | TW2 TW1

Tabla 3.12: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-
mos 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 ethernet.



3.4 Resultados numéricos

167

Cluster de PC’s

4 procesadores 6 procesadores

n Teér. Exper. n Teér. Exper.
128 | TW1 TWI1 126 | TW1 TW1
256 | TW1 TWI1 252 | TW1 TWI1
512 | TW1 TW1 504 | TW1 TWI1
1024 | TW1 TW1 1008 | TW1 TW1
2048 | TW1  TWI1 2016 | TW1  TWI1
4096 | TW1  TW1 4032 | TW1  TW1
8192 | TW1 TW1 8064 | TW1 TW1
16384 | TW1 TWI1 | 16128 | TW1 TWI1
32768 | TW1  TWI1 | 32256 | TW1 TWI1
65536 | TW2 TW2 | 64512 | TW1 TWI1

Tabla 3.13: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-

mos 3.2 (TW1) y 3.3 (T'W2) en un cluster de PC’s.
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IBM SP2 switch IBM SP2 ethernet
TW o TW1 TW2 TW o TW1 TW2
p| S E, Sp L, pl Sp E, Sp L,
210.51 25.26% 210.01 0.45%
410.28 7.06% |0.31 7.66% 410.00 0.08% | 0.00 0.08%
61026 4.37% |0.29 4.76% 6| 0.00 0.02% | 0.00 0.02%
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Cluster de PC’s

TW o TW1 TW2
SP EP SP EP
0.59  29.50%

0.37  9.36% | 0.39 9.63%
0.33  5.51% | 0.31 5.23%

[ TNV =

(c) Cluster de PC’s

Tabla 3.14: Speed-up (S)) y eficiencia (E,) de los algoritmos 3.1 (TW), 3.2 (TW1)
v 3.3 (TW2) en un IBM SP2 y un cluster de PC’s.
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s p [ g n
12 1 68 03 94
2 164 0.7 71

4 168 0.7 66

8§ 175 0.8 59

16 181 0.9 61

32 201 1.1 28

64 148 1 27

128 301 1.1 20

256 387 1.2 15

5 P l g n
467 1 8 212 9
2 269 087 33

4 357 0.87 40

8§ 506 0.81 40

16 751 1.04 38

32 1252 1.31 45

(a) CRAY T3D

(b) CRAY T3E

Tabla 3.15: Valores de parametros BSP.
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CRAY T3D CRAY T3E
TW o TW1 TW2 TW o TW1 TW2

p Sp L, Sp L, Pl S E, Sp L,
2 | 1.96 97.84% 2 | 1.57 78.60%
4 | 1.27 31.67% | 1.97 49.20% 4 | 117 29.27% | 1.73  43.32%
8 | 1.39 17.38% | 2.56 31.96% 8 | 1.39 17.31% | 2.54 31.72%
16 | 142 891% |2.85 17.84% 16 | 1.35 8.41% | 2.55 15.95%
32 | 1.35  4.22% | 265 829% 32 1.22 7.60% |212 13.25%
64 |1.43 223% |3.03 4.73%
128 | 1.38  1.08% |2.82 2.21%
256 | 1.32  0.52% | 2.61 1.02%

(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 3.16: Speed-up (S)) y eficiencia (E,) de los algoritmos 3.1 (TW), 3.2 (TW1)
v 3.3 (TW2) en un CRAY T3D y un CRAY T3E.



Capitulo 4

Método de Wang

4.1 Descripcion del método

Dada una matriz tridiagonal A de tamano n x n

a; by

Co A2 by

Cp—1 Qp-1 bnfl

Cn Qn

estrictamente diagonal dominante e irreducible, de nuevo se considera el problema general

de obtener la solucién del sistema
Az =d, (4.2)

donde
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es el vector de términos independientes.

. , n
Se supone que existen dos nimeros naturales k y p tales que k = — y, de nuevo, se
p

considera en A la siguiente particién por bloques

Ao BO
i Ay B

CP—Q AP—Q BP—Q
Cp—l Ap—l N

donde cada uno de los bloques diagonales

Aik+1 bik—l—l
Cikt2  Qikt2  birgo

A = , parat=20,1,... p—1,

Cli+1)k—1  G(i+1)k—1 b(i+1)k71

Ci+1)k A(i+1)k

es una matriz tridiagonal de tamano k£ x k y, para ¢ = 0,1,... ,p — 2, cada bloque
subdiagonal
(00 - 0 Cli+1)k+1 ]
0
Ciy1 = 0]
0
L 0 n

y superdiagonal

bk [0 - 00
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es una matriz de tamano k£ x k con un sélo elemento no nulo.

En los vectores @ y d se considera una particion por bloques acorde con la realizada

en la matriz de coeficientes A, es decir

_ 2 _ _ d, _
Ty dl
Lp—2 dp—Q
i Tp—1 ] L dp,1
con
Lik+1 dik+1
Lik+2 dik+2
Tr; = y dz - ) 1= 07 ]-7
T(i+1)k—1 d(i+1)k71
L(i+1)k d(i+1)k

En consecuencia, el sistema (4.2) se puede escribir como

Ao
Ci

By
A

By

Cp72 Apf2 Bp72

Cp—l Ap—l i

o

T

dy
d,

d,

L dp—l i

(4.4)

(4.5)

La idea central en que se basa este método consiste en proceder de forma simultdnea

en los distintos bloques de la particion (4.3) a la eliminacién de los elementos situados

por encima y por debajo de la diagonal principal de la matriz de coeficientes, realizan-

do las oportunas actualizaciones en los elementos de A afectados en cada paso, hasta

transformar A en una matriz diagonal. Al mismo tiempo se realiza una actualizacién

sobre los elementos del vector de términos independientes que resulten afectados por las

operaciones sobre la matriz de coeficientes.

El método se puede resumir en los siguientes pasos:
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1 Se realiza sobre la matriz A y los vectores «, d la particién (4.5).

2 Se anulan los elementos subdiagonales de los bloques diagonales; este proceso hace
que en los bloques subdiagonales aparezcan nuevos elementos no nulos en las co-
lumnas i¢k-ésimas, para ¢ = 1,2,... ,p — 1, elementos que se denotan por f;, con
j=k+1Lk+2, ... n

3 Se anulan los elementos superdiagonales de los bloques diagonales salvo los situados
en las columnas tk—ésimas, para ¢ = 1,2,... ,p — 1, y los elementos no nulos de
los bloques superdiagonales; esto hace que en las columnas ik—ésimas, para i =
1,2,...,p, aparezcan nuevos elementos no nulos que se denotan por g;, con j =
1,2,... ,n—1.

4 En cada bloque subdiagonal se anulan los elementos f;, situados por debajo de la

diagonal principal, obteniendo asi una matriz triangular superior.

5 La matriz A se diagonaliza anulando los elementos por encima de la diagonal prin-

cipal y se obtiene la solucién de forma inmediata.

A continuacién se dard una descripcion mas detallada del método en general y se ira

aplicando al caso particular en que n = 16 y p = 4, véase la figura 4.1.

Inicialmente en cada bloque A;, para i = 0,1,...,p — 1, se eliminan los elementos

situados por debajo de la diagonal principal. Se realizan las siguientes operaciones,

e parat=1,2,... ,p—1,
Jiks1 —  Cika1;

eparat=0,1,... . p—1yj3=23,...,k,

Cik+j
ik+j Qikti 1’
Qiktj < Qiktj — CiktjOiktj—1, (4.6)

dik+j — dik+j - Cik+jdik+j—17
eparai=1,2,... . p—1yj3=23,...,k,

fikvj — —Ciktjfiktj—1-
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a; b
c2 az be
cs a3z b3

cs ay | ba

cs | as by
ce ag bg
cr ar by

cs as | bs

co | ao bg

ci12  aiz | big

c13 | a1z bis

c14 aig by

L Cc16 a1

Figura 4.1: Matriz de coeficientes para el caso n = 16.

Después de este paso inicial, la matriz de coeficientes del caso particular tiene la forma
que se muestra en la figura 4.2.

Noétese que en este primer paso aparecen nuevos elementos no nulos fix4;, para i =

1,2,...,p—1yj53=1,2,... k, en las columnas ik-ésimas.

En segundo lugar, en cada bloque diagonal, se anulan los elementos superdiagonales
excepto los que se encuentran en las columnas ¢k-ésimas, para ¢ = 1,2,... ,p — 1. Se

realizan las siguientes operaciones,

e parat=0,1,... ,p—1,

9i+1)k—1 b(i+1)k71§
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ap by
as  bo
az b3
as | ba
f5 | as bs
fe ag be
f7 ar by
I8 as | bs
fo [ as  bo
fio aijo  bio
f11 ai1 bn
J12 aiz | biz
fiz | a1z bis
J1a aiq  big
Jis ais  bis
f16 aie

Figura 4.2: Transformacién de la matriz de coeficientes después de la eliminacion

de los elementos situados por debajo de la diagonal principal, para el caso n = 16.

e para i =

e para i =

0,1,...

b(i+1)k—j

«—

blit1)k—j
(it 1) ht1—5

7p_1y.j:2737"‘7k_17

Gk < b1k 9ir1)ke1—gs

diiriye—; < ditnk—j — birnye—jdit1)k+1-5,

1,2

5 P

fa+vr—; —  fiatire—j — b+ fi+1)kt1-5-

7p_1Yj:2737"'7k_17

La figura 4.3 muestra la forma en que queda la matriz tras la realizacién de estas opera-

clones.

A continuacién, parai=1,2,...

,p— 1, se anulan los elementos b;, que se encuentran

en las columnas (7k+1)-ésimas (en la figura 4.3 son los elementos remarcados). Nétese que

para anular estos elementos deben realizarse operaciones elementales en las que intervienen

elementos que no se encuentran en la misma fila de la particién (en el sentido de que los
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al g1
a2 g2
a3z g3
0
f5 as 95
fe ag g6
Vi ar g7
A= fs as
fo | ao 99
f1o aip 910
f11 ail g1
f1z2 aiz | |biz2
fi3 | ais 913
f1a aiq 914
fis a5 gis
fie aie

Figura 4.3: Transformacién de la matriz de coeficientes después de la eliminacion

los elementos situados por encima de la diagonal principal, para el caso n = 16.

subindices de los bloques C;, A;, vy B; coinciden ) ya que para eliminar el elemento b, que

se encuentra en los bloques C;_1, A;_1, B;_1, se efectiian operaciones en las que intervienen

elementos de la fila (ik + 1)-ésima y esta fila forma parte de los bloques C;, A;, B;.

Las operaciones que se llevan a cabo son, parat=1,2,... ,p— 1,
bik )
. H c
bir Qip1’
aix ik — bir firs1,
(4.8)

gik < —birGir+ J
dig  — dig — bidig 1.

Aparecen asi nuevos elementos g;x en las columnas (i+1)k-ésimas, parai = 1,2,... ,p—1.

La figura 4.4 muestra la forma en que queda la matriz del ejemplo una vez anulados

los elementos ba, bg y bi12; los nuevos elementos g; han sido remarcados.

Para anular b;,, para 1 =

1,2,...

,p — 1, utilizando las expresiones (4.8), se necesi-
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ay g1
a2 g2
a3z g3
a4
f5 | as 95
fe ag 96
f7 ar g7
Ao fs as
fo | a9 99
f1o aio g10
fin a1 gn
S12 a2 g12
fi3 | a13 913
f1a aiq g14
fis a5 915
f1e aie

Figura 4.4: Transformacion de la matriz de coeficientes después de anular los ele-

mentos by, bg y bia, para el caso n = 16.

tan elementos que se encuentran en la fila (ik 4 1)-ésima; esto supone una dificultad al
paralelizar el método ya que los elementos implicados se encuentran en procesadores dis-
tintos, lo que obliga a efectuar una comunicacion entre los procesadores para actualizar
los elementos en uno de ellos y, una vez actualizados, volverlos a enviar al procesador

origen.

El siguiente paso consiste en la eliminacién (en cada uno de los bloques diagonales
correspondientes) de los elementos fip4;, parai=1,2,... ,p—1y j=1,2,... ,k, consi-
guiendo de este modo que la matriz de coeficientes sea triangular superior. Para eliminar
estos elementos se realizan las siguientes operaciones

fik4j

fik+j — aup

7
Jik+; < gz‘k+j_fik+jgika

dik+j —  Qjk+tj _fik+jdik-

Después de este paso, la matriz del ejemplo queda en la forma que se muestra en la
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aj

az

as

91
92
93

'S

as

ag

g8
ayi 911
a2 g12
a3 913
ai4 g14
ais g15
aie

Figura 4.5: Transformacion de la matriz de coeficientes después de anular los ele-

mentos f4i4j, coni=1,2,3yj=1,2,3,4, para el cason = 16.

figura 4.5.

Ahora unicamente quedan elementos no nulos fuera de la diagonal principal en las

columnas ¢k-ésimas, con ¢ = 1,2,... ,p. Para anularlos se realizan las siguientes opera-

ciones,

eparat=p—1,p—2,...,1y3=12,... Kk,

e paraj=1,2,...  k—1,

Gik+j—1

«—

Gik4+j—1
A(i41)k

Y

dikﬂ'—l — dik+j—1—gik+j—1d(z‘+1)k7

9j

9
(Lk7

dj — gjdk‘
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al *
as *
as %
as 94
as *
ag *
a7 *
A= as gs
ag *
ailo *
ail *
ai2 912

ai3
aiq

als

L aie

Figura 4.6: Transformacion de la matriz de coeficientes después de anular los ele-

mentos guitj, con1=0,1,2,3 y j =1,2,3, para el caso n = 16.

Conviene aclarar que (en principio) el proceso de eliminacién de estos elementos no
puede efectuarse simultdneamente en todos los bloques diagonales (y por ende en paralelo)
ya que al realizar las operaciones elementales necesarias aparecerian nuevos elementos no
nulos, por ello el proceso de eliminacién comienza con g, 1 y finaliza con g;. La matriz

final es diagonal y la solucion se obtiene de forma inmediata mediante

En las figura 4.6 se muestra como quedaria la matriz A del ejemplo si se anulan
simultaneamente los elementos gy4;4;, con @ = 0,1,2,3 y j = 1,2,3 (remarcados en la
figura 4.5) y en la figura 4.7 cémo quedaria la matriz A si, a continuacién, se eliminan los

nuevos elementos no nulos (*) que aparecen en la figura 4.6.
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al *
as *
as %
as 94
as *
ag %
ar  *
A= as gs
ag *
ailo *
ail *
ai2 912

ai3
aiq

als

ale

Figura 4.7: Transformacién de la matriz de coeficientes después de eliminar los

nuevos elementos no nulos, para el caso n = 16.

4.2 Paralelizacion del método

Para paralelizar el método se considera que p es el nimero de procesadores y se asigna
a cada uno de los procesadores P;, parai=0,1,... ,p— 1, los bloques C;, A;, B; y d; de
la particion del sistema (4.2) dada en la expresién (4.5). Como ya se ha comentado
en la seccion 4.1 el método presenta dificultades para su paralelizacion a la hora de
eliminar los elementos interprocesadores b;, que se encuentran en las filas ¢k-ésimas, para
1=1,2,...,p—1; suanulacion obliga a efectuar un paso de comunicacion y actualizacion
de los elementos que resultan modificados. Asimismo, la eliminacién en paralelo de los
elementos ¢;, (también situados en las filas ik-ésimas), para i = 1,2,... ,p — 1, presenta

una dificultad que sera estudiada en esta seccion.

El siguiente algoritmo describe la forma de paralelizar el método.
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Algoritmo 4.1 Método de las particiones de Wang en paralelo.
Paso 1

Se considera en el sistema (4.2) la particion dada en la expresion (4.5) y se asigna al
procesador Py los bloques Ay, By y dy, al procesador P;, parai=1,2,... ,p— 2, los bloques
Ci, Ai, B; y d; vy, finalmente, al procesador P,_; los bloques C,,_1, A,_1,y dp_1.

Paso 2

Cada procesador P;, parai=20,1,...,p— 1, anula los elementos subdiagonales y super-
diagonales (excepto b(;+1)x—1) del bloque A; y realiza las oportunas actualizaciones en el resto
de bloques.

Paso 3

Cada procesador P;, parai = p—1,p—2,...,1, comunica al procesador P,_; los elementos

necesarios para que este (ltimo anule el elemento b;; y actualice los elementos afectados.

Paso 4
Cada procesador P;_q, parai =1,2,... ,p — 1, comunica al procesador P; los elementos
necesarios para que este dltimo anule los elementos f;, con j =ik + 1,ik +2,..., (i + 1)k,

que han aparecido en los bloques C; y actualice los elementos afectados.
Paso 5

Cada procesador P, parai =1,2,... ,p— 2 comunica al procesador F; los valores actua-
lizados de los bloques A;, B; y d; y el procesador P,_; comunica a I los valores actualizados
de los bloques A,_; y d,_;. El procesador F; anula los elementos superdiagonales g¢;, para
j=n—1,n—2,...,1, de la matriz A y obtiene la solucién del sistema de forma inmediata
ya que A es diagonal.

El paso 5 del algoritmo 4.1 puede ser paralelizado tomando los elementos que se

encuentran en las filas interprocesadores y formando un sistema auxiliar

Hz =d, (4.9)

cuya solucion, en cada procesador, permite obtener a cada procesador el resto de compo-
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nentes de su solucién parcial.

En el siguiente ejemplo se va a obtener el sistema auxiliar (4.9) y a describir la forma
de obtener la solucion parcial, en el caso particular en que n = 16 y p = 4. A continuacion

se estudiara el caso general.

Ejemplo 4.1 Se parte inicialmente de la matriz de la figura (4.4), en la que los unicos

elementos que se encuentran fuera de la diagonal principal estan en las columnas ik-ésimas,

parai=1,2, ... 4. El sistema auxiliar (4.9) tiene la forma
[ ar g1 1T 1 1T dy |
Ji as ga Ty dy
fs as gs ] ds | - (4.10)
Ji2 a2 gi2 T12 d12
L Jie  aie 1 L %16 | L die i

Nétese que H es una matriz cuadrada tridiagonal de tamano p+1 = 5 con la caracteristica
de que f, = 0.

La idea de la paralelizacion del método consiste en que cada procesador reciba los
elementos necesarios para formar y resolver el sistema auxiliar (4.9) y asi’ poder seguir

trabajando en paralelo para obtener el resto de componentes de su solucion parcial.

En el ejemplo, una vez resuelto en cada procesador el sistema auxiliar (4.10), cada
procesador conoce las componentes x1, x4, Tg, T12 V T16 Y debe proceder a obtener el resto
de componentes de su solucién parcial. Notese que cada procesador debe calcular k — 1
componentes de su solucion parcial a excepcion del primero que solo necesita calcular
k — 2 componentes, ya que x1 ha sido obtenida al resolver el sistema auxiliar (4.10). Por
comodidad en la notacion y puesto que no se aumenta el coste computacional del método,
se considera que el procesador Py calcula el mismo niimero de componentes de su solucion

parcial que el resto.
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El procesador P, tiene el subsistema

a1 + 9114 = d
a5 +  goT4 = dy

azrs + g3la = ds

a4y + gaxs = d4

v conoce las valores de x4 y xg por lo que uinicamente debe calcular x1, xs y x3, de manera

que debe resolver el sistema

a1 + gy = dy
(T3 + grs = do
asrs + gzry = d3

Despejando las incégnitas xq, xo y w3 del sistema anterior se tiene

1
in:—(di—gil’4>, 221,2,3

2

El procesador P; tiene el subsistema

fsta + aszs + 9578 = ds
fors + a6Te + g3 = ds
Jrry + arry + grrg = dy
fsra + agrs + gsri2 = ds

y conoce los valores de x4, xg y x19 por lo que, tinicamente, debe calcular xs, xg y x7, de

manera que debe resolver el sistema

fsxs + asxs + gsws = ds
fexs + a6T6 + gers = dg
frxy + arxy + grrg = dr

Despejando las incognitas x5, x y x7 se obtiene

1
Ti = — (di — givs — fiws), i=15,6,T.

(2
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Razonando de igual manera, se obtiene en Py

yen Ps

XT; = ; (di — giT12 — fixs) )

T; = ; (di — GiT16 — fixu) )

1 =9,10,11,

i =13,14, 15.

Mediante esta técnica se consigue que el proceso de calculo de las soluciones se realice

en paralelo hasta el final del mismo.

Se puede generalizar el resultado obtenido en el ejemplo 4.1 al caso en que la matriz A

es de orden n y se trabaja con p procesadores. Se suponen realizadas en A las operaciones

elementales necesarias para que los unicos elementos de A que se encuentren fuera de la

diagonal principal estén en las columnas tk-ésimas, para: = 1,2, ...

,p (esto es, la matriz

A tiene una forma similar a la de la figura (4.4). Ahora, el sistema (4.9) tiene la forma

a1

Jr

El procesador F, tiene el subsistema

g1

Qg

f 2k Q2k

a1

fo-vk ap-1k G-k

+ 1%k
+ 9ok

AT

+  Gr—1Tk

dy
dr,

dy

d—1
dy,

(4.11)

los valores de xj y x9, son obtenidos al resolver el sistema auxiliar (4.9) por lo que

unicamente debe calcular z;, para 7 = 1,2,... &k — 1, de manera que debe resolver el
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sistema
a1 + 917k = d
a2 +  goxk = dy
Ap—1Tp—1 + Ge—1Tp = dp—

Despejando se tiene

1 .
r;=—(d; —gjzr), para j=12,... k-1
a;
El procesador P;, para i =1,2,... ,p — 2, tiene el subsistema

firt17Tik 4+ Qik+1Tik41 +  Gik+1Z(41)k = dig41
firtoTir + Qik+2Tik4+2 +  Gik4+2Z(it1)k = dikq2
fat1y)k—1Tik  + A4 1) k—1T(i+1)k=1 T+  G+D)k—1T+)k = it p—1
f(i+1)k-$ik + A(i4+1)kT(i4+1)k +  9G+1)RT(i+2)k = d(i+1)k

los valores de ik, Z(i+1)k ¥ Z(i+2)k son obtenidos al resolver el sistema auxiliar (4.9)
por lo que inicamente debe calcular ;1 ;, para j = 1,2,... ,k — 1, de manera que debe
resolver el sistema

fik+1%ik +  Qik+1Tik+1 +  Gik+1T(ir1)k = digt1
fik+2mik + Aik+2Tik+2 +  Gik+2T(it1)k = digt2
f(i+1)k—1frik + Qi+ D)k—1T(i+1)k—1 T  9(i+1)k—1T(i+1)k = d(i+1)k71

Despejando se tiene

Tik+j = m (dik+j = Gik+jL(i+1)k — fik+jxik) , para j=12... k-1
ik+j

El procesador P,_; tiene el subsistema

fnk1Tn—k + Gp_gr1Tn_k41 +  Gn—k41Tn = dp_p41
fn—k42®Tn_x + Qp— g 42Tn—k+2 + In—k42Tn = dp_py2

;
fn—1ZTp_k + Un—1Tn—1 + Gn—1Tn = dp-1

frnTn_p + AnTn = d,
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los valores de z,,_x y x, son obtenidos al resolver el sistema auxiliar (4.9) por lo que

unicamente debe calcular x,_;1;, para j = 1,2,... |k — 1, de manera que debe resolver
el sistema
fro—k+1Tn—k + G k1Tn_k41 4+ In—k+1Tn = dp_p41
fn—kt2Tn—r + Ay k42T — k42 4+ Gn—k42Tn = dp_py2
fn—lxnfk + An—1Tn—1 + In—1Tn = dn—l

Despejando se tiene

1

T H i —— (dn7k+j — On—k+jTn — fn7k+jajn7k) , para ] = 17 27 S 7k - 1L
Ap—k+j
Si se supone f; = fo = --- = fr =0, se puede escribir, para¢=20,1,... ,p—1,
1 .
Tikt) = o (dikss — GintjTsie — finrjzan) . con j=1,2.. k-1 (4.12)
ik+j

Noétese que, utilizando (4.12) se puede pasar de la matriz en la forma de la figura
(4.4) a la obtencion de la solucién en cada procesador. Para ello, es necesario un paso de
comunicacion en el que cada procesador envia a los demas los elementos necesarios para
que todos puedan construir el sistema auxiliar (4.9), esta comunicaciéon debe realizarse
justo después de la eliminacion de los elementos b, parat = 1,2,... ,p—1, lo que conlleva

la actualizacién de los elementos a;;, d;r vy, por otra parte, que se generen los elementos
Gik -

4.3 Algoritmos BSP

El siguiente algoritmo BSP recoge las caracteristicas del método expuestas en la seccion
4.2.
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Algoritmo 4.2 Un algoritmo BSP para resoluciéon de sistemas tridiagonales basado en el

método de Wang.
Superpaso 1

El procesador I envia al procesador P, para iz = 1,2,... ,p — 1, los elementos c;i,;,
Qiktj, biksj Y dikyj, con j =1,2,... k, excepto b, = 0.

Superpaso 2

e Parai=0,1,... ,p—1,

o El procesador P; anula los elementos cjyj, para j = 2,3,...,k, utilizando la
expresion (4.6).

o El procesador F; anula los elementos b 1y,—j, 7 = 2,3,... ,k — 1, utilizando la
expresion (4.7).

e Parai=1,2,... ,p—1, el procesador P,_; envia al procesador P; los elementos a,

bir. Y dik.

Superpaso 3

e Parai=1,2,... ;p—1,
o El procesador P;_; anula el elemento b;.
o El procesador P; actualiza los elementos a;, dix. y calcula el elemento g;; por medio
de (4.8).
e El procesador Py comunica al resto de procesadores los elementos a1, g1 y d;.
e Parat=1,2,... ,p—2, el procesador P, comunica al resto de procesadores los elementos
Qiks Gikr dike ¥ J(it1)k-
e El procesador P,_;, comunica al resto de procesadores los elementos a(,—1)k, Gp—1)k.

dip—1)k, fpr Y Qpk-
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Superpaso 4

e Parai=10,1,... ,p—1,

o P, construye el sistema auxiliar (4.9), utilizando la expresién (4.11).
o P; resuelve el sistema auxiliar (4.9) por el método de Gauss.

o P; calcula las componentes de la solucién que le corresponden utilizando la expre-
sion (4.12).

e Parat=1,2,... ,p—1, P, envia a P, su solucién parcial.

La resoluciéon del sistema auxiliar en cada procesador es una fase fundamental del
algoritmo 4.2 ya que permite la obtencién de la solucién del sistema (4.2) en paralelo. Sin
embargo, presenta el inconveniente de que para un nimero de procesadores alto el orden
del sistema auxiliar (4.9) es grande y, ademads, debe resolverse el mismo sistema en todos
los procesadores al mismo tiempo, lo que supone una pérdida de eficiencia en el método.
Por esta razon, es interesante encontrar una alternativa a la resolucién del sistema (4.9)
que permita la eliminacién en paralelo de todos los elementos exteriores a la diagonal

principal, especialmente en los casos en que el ntimero de procesadores es alto.

Se supone que se han realizado las anulaciones de elementos de la matriz de coeficientes
oportunas hasta obtener una matriz triangular superior con forma similar a la de la
figura 4.5, esto es, falta aplicar el paso 5 del algoritmo 4.1. Para paralelizar el paso 5,
se realiza una modificacion sobre el algoritmo 4.1 consistente en la comunicacién de cada
procesador P, para ¢ = 2,3,...,p, a los procesadores P;, con j = 1,2,... ;¢ — 1, de los
elementos gix, a@+1)r ¥ di+1)k y asi poder proceder a anular simultdneamente en todos los

procesadores los elementos superdiagonales.

El procesador P, para i = 0,1,... ,p — 2, actualiza el elemento d(;; 1), a partir de la

relacion de recurrencia

rp = dp,
G parat=p—1,p—2,...,2, (4.13)

e = dy —
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y de los elementos recibidos de los procesadores P;, para j = i+1,i+2,... ,p—1, mediante

la siguiente operacién elemental

9ii+1)k
diisyr — diy1yr — as) Tit2- (4.14)
A(i4-2)k

Una vez actualizado este valor, elimina los elementos no nulos de cada bloque diagonal y

actualiza los correspondientes valores d;;;, para j = 1,2,... ,p — 1.

Esta estrategia evita la pérdida de paralelismo en los célculos finales, conducentes a la

diagonalizacion de la matriz, y ahorra un paso de comunicacién al procesador principal.

El algoritmo 4.3 implementa, segin el modelo BSP, el método de las particiones de

Wang introduciendo la modificacion que sugieren las expresiones (4.13) y (4.14).
Algoritmo 4.3 Algoritmo de Wang modificado.
Superpaso 1

Al igual que en el superpaso 1 del algoritmo 4.2, el procesador F, envia al procesador F;,
parai=1,2,... ,p—1, los elementos cii4;, Qir+tj, bitt; Y diksj, con j =1,2,...  k, excepto
b, = 0.

Superpaso 2

Como en el superpaso 2 del algoritmo 4.2:

e Parai=10,1,... ,p—1,

o El procesador P; anula los elementos c;.;, para j = 2,3,... ,k, utilizando (4.6).
o El procesador P anula los elementos b(i41)r—;, para j = 2,3,... ,k—1, utilizando
(4.7).
e Parai=1,2,... ,p—1, el procesador P;_; envia al procesador P; los elementos a;,
bik y di.

Superpaso 3

Parai=1,2,... ,p—1,
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e El procesador P,_; anula el elemento b;.

e El procesador P; actualiza los elementos a;x, d; y calcula los elementos g;., por medio
de la expresion (4.8).

e El procesador P; comunica al procesador P;_; los elementos a;;, d;; ya actualizados.

Superpaso 4

Parai=1,2,... ,p—1,

e El procesador F; anula los elementos fix4; para j =1,2,... k.
e El procesador P; comunica al procesador P;, siendo j < i, los elementos gk, aiyi)r Y

d(it1)k-

Superpaso 5

e Parai=0,1,... ,p— 2,
o El procesador P; anula el elemento g(;;1):, y actualiza el elemento d(; 1), de acuerdo
con (4.13) y (4.14).

o El procesador P; anula los elementos g;..; y actualiza los elementos d;;.;, para
=12 ... k—1

e Parai=0,1,... ,p— 1, el procesador P; calcula
dik+;
+j :
Tik+j = , €on j:1,2,...7]{3.
Qik+j
e Parai =1,2,... ,p—1, el procesador P; envia su solucién parcial al procesador principal

F.
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4.4 Coste computacional de los algoritmos basados

en el método de Wang

El coste computacional del algoritmo 4.2 se obtiene sumando los costes individuales

de cada uno de sus superpasos.

Coste del superpaso 1. En este superpaso solo existe comunicacion de elementos
desde el procesador principal al resto, cada procesador recibe 4k elementos de P por lo
que el nimero de elementos comunicados es 4k(p — 1) — 1. En consecuencia, el coste del

superpaso es

(4n — 4k — 1)g + L. (4.15)

Coste del superpaso 2. En cada procesador P;, parai=0,1,... ,p — 1, el niimero
de operaciones necesarias para anular los elementos c;z4; y actualizar los elementos dij. ;,
Uik+j ¥ finrjs conj =2,3,... k, es 6(k—1); para anular los elementos b(;41);—; y actualizar
los elementos ggir1yk—js di+)k—; ¥ fa+1yp—j, con j =2,3,...  k — 1, se requieren 6(k — 2)
operaciones (véanse las expresiones (4.6) y (4.7)). En consecuencia, el coste aritmético

del superpaso es 12k — 18.

Cada procesador P;, parat = 1,2,... ,p—1, recibe tres elementos del procesador P;_1,

lo que supone un coste de comunicacion 3g. El coste total del superpaso es por tanto

12k — 18 + 3¢ + 1. (4.16)

Coste del superpaso 3. La eliminacién de los elementos b, parai=1,2,... ,p—1,
supone un total de 6 operaciones en cada uno de los procesadores activos, que correspon-

den a la actualizacion de los elementos a;x, dir V gik.

En cuanto al coste de comunicacion, el procesador principal comunica 3 elementos a los
demas, los procesadores centrales comunican al resto 4 elementos y el ltimo comunica a
los otros procesadores un total de 5 elementos. Por tanto, el procesador P,_; es el que mds
elementos envia o recibe ya que envia 5(p — 1) elementos y recibe 3 + 4(p — 2) elementos.

En consecuencia, el coste del superpaso 3 es

6+5(p—1)g+1. (4.17)
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Coste del superpaso 4. La formacién del sistema auxiliar (4.9) en cada procesador
no precisa ninguna operacion, su resolucién por el método de Gauss necesita un total de
8(p + 1) — 7 operaciones, ya que el nimero de ecuaciones es p + 1, y el calculo de cada
una de las componentes restantes de la solucién parcial, utilizando la expresién (4.12),
requiere un total de 6 operaciones por cada una de las £ — 1 componentes. De esta forma,
el coste aritmético del superpaso es 8(p+1) — 7+ 6(k — 1) = 8p + 6k — 5.

En este superpaso, cada procesador comunica su soluciéon parcial a Py, por lo que el
procesador principal recibe un total de n—k elementos. Se tiene que el coste del superpaso

4 es
6k +8p -5+ (n—k)g+ 1. (4.18)
Sumando las expresiones (4.15), (4.16), (4.17) y (4.18) se obtiene que el coste compu-
tacional del algoritmo 4.2 es

18k + 8p — 17+ (5n — 5k + 5p — 3)g + 4L.

A continuacién se obtiene el coste computacional del algoritmo 4.3.

Coste del superpaso 1. El coste computacional de este superpaso es el mismo que

el del superpaso 1 del algoritmo 4.2, que esta dado por la expresién (4.15).

Coste del superpaso 2. El coste es el mismo que el del superpaso 2 del algoritmo

4.2, que esta dado por la expresion (4.16).

Coste del superpaso 3. En este superpaso, para ¢ = 1,2,... ,p — 1, el procesador
P,_; anula el elemento b;, y el procesador P; actualiza los elementos a;x, dir, g para
lo que necesita realizar 6 operaciones. Ademads, P; comunica los elementos a;, d;, al

procesador P;_1, lo que supone un coste de comunicacion 2g

El coste total del superpaso 3 es por tanto

6+ 29+ 1. (4.19)

Coste del superpaso 4. Para eliminar en cada procesador P;, para:=1,2,... ,p—1,

los elementos fiz4j, con j = 1,2,...,k, se necesitan 5k operaciones aritméticas. FEl
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coste de comunicacion de los elementos g, agi+ix y di1)r desde el procesador F;, para
i=1,2,...,p—1, alos procesadores P;, siendo j < i, es 3(p — 1)g ya que el procesador
que mas elementos recibe es Py (recibe 3(p — 1) elementos) y el procesador que mas envia

es P, 1 (envia 3(p — 1) elementos). En resumen, el coste del superpaso 4 es

5k + (3p —3)g + L. (4.20)

Coste del superpaso 5. En este superpaso se distinguen varias fases en el calculo
aritmético. En primer lugar, y en todas las fases para ¢ = 0,1,... ,p — 2, se anulan los
elementos g(;4+1)r lo que conlleva la actualizacion de los elementos d(;41)x; el procesador que
mas operaciones realiza es P pues debe efectuar p — 1 divisiones, p — 1 productos y p — 1
sumas para actualizar el elemento d,. En segundo lugar, la anulacion de los elementos
Gik+j, con j =1,2,...  k— 1, supone 3(k — 1) operaciones. Finalmente, el célculo de las
componentes T4, con j = 1,2,... K, de la soluciéon parcial en cada procesador requiere
k divisiones. En consecuencia, el coste aritmético total es 3(p—1)+3(k—1)+k = 4k+3p—06

operaciones.

Con respecto al coste de comunicacion, cada procesador envia al procesador principal

su vector de soluciones parciales, esto es k(p — 1) elementos.

El coste total del superpaso 5 es por tanto

(4k +3p —6) + (n — k)g + L. (4.21)

Sumando las expresiones (4.15), (4.16), (4.19), (4.20) y (4.21) se obtiene que el coste

total del algoritmo es

21k +3p — 18 + (bn — bk + 3p + 1)g + 5l.

Notese que la implementacion del algoritmo 4.2 requiere un superpaso menos que el
del algoritmo 4.3, que el coste de comunicacién del algoritmo 4.2 es mayor que el del
algoritmo 4.3 para p > 2 y que para p alto y £ no muy grande, el coste aritmético del
primer algoritmo es mayor que en el algoritmo 4.3 (por ejemplo, para p = 256 y n = 65536

el algoritmo 4.2 realiza 513 operaciones més que el segundo algoritmo).
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5 p l g n
45 1 423 23 26
2 3294 95 25
4 5366 124 25
6 8164 125 25

SIS

(a) IBM SP2 switch

5 p l g n1
45 1 423 2.3 8
2 20235 709.7 3
4 54163 13626 9
6 121958 3211.2 9

(b) IBM SP2 ethernet

s p l g ni
164 1 23 02 22
2 2556 6.9 5

4 5152 74 4

6 7538 6.8 4

(c) Cluster de PC’s

Tabla 4.1: Valores de pardametros BSP.

4.5 Resultados numéricos

En esta seccion se analizan los tiempos previstos tedricamente y los tiempos experi-

mentales de los algoritmos 4.2 y 4.3 (a los que se referenciard en las tablas y figuras como

WANGI1 y WANG?2 respectivamente). Las pruebas experimentales se han realizado en el

IBM SP2 y el cluster de PC’s cuyas caracteristicas se han descrito en la subseccién 1.5.3.

Por comodidad, en la tabla 4.1 se repiten los parametros obtenidos para esas maquinas

que se muestran en la tabla 1.1.

El tiempo tedrico se ha obtenido considerando que el tamano de bloque de los mensajes

que se comunican entre los procesadores es k = — y que el coste de comunicacion de una
p
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palabra de 32 bits es

(NI

g(k) = (% + 1) Joo-

Los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) han sido implementados en Fortran usando
la versién v1.3 de la librerfa BSPLib, se ha generando el sistema (4.2) obteniendo alea-
toriamente los elementos de la matriz de coeficientes A y, para simplificar, eligiendo el

vector de términos independientes d de manera que la solucién sea x = [1,1,... 1]T.

En las tablas 4.2, 4.3, 4.4 y figuras 4.8, 4.9, 4.10 se muestran los tiempos tedricos y
experimentales, medidos en segundos, de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en
el IBM SP2 utilizando switch.

En las tablas 4.5, 4.6, 4.7 y figuras 4.11, 4.12, 4.13 se muestran los tiempos tedricos
y experimentales, medidos en segundos, de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANGI)
en el IBM SP2 utilizando ethernet.

En las tablas 4.8, 4.9, 4.10 y figuras 4.14, 4.15, 4.16 se muestran los tiempos tedricos
y experimentales, medidos en segundos, de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2)

en el cluster de PC’s.

Los tiempos han sido obtenidos para diferentes tamanos de la matriz de coeficientes,
en el IBM SP2 el tamano varfa desde 128 a 524288 para 2 y 4 procesadores y desde 126 a
516096 para 6 procesadores; en el cluster de PC’s el tamano de la matriz de coeficientes

varia desde 128 a 65536 para 2 y 4 procesadores y desde 126 a 64512 para 6 procesadores.

En las figuras 4.17, 4.18 y 4.19 se muestra el porcentaje de desviacion del tiempo

experimental con respecto al tedrico en funcién del tamanio n del sistema !.

Las mayores diferencias entre el tiempo previsto y el experimental se obtienen en los
sistemas de tamano pequeno en los que, por lo general, suele ser mayor el tiempo experi-
mental que el tedrico. A medida que aumenta el tamano de sistema el tiempo obtenido
experimentalmente se ajusta mejor al esperado, para tamanos grandes la desviacién (salvo

alguna excepcion) oscila entre el 0% y el 5%.

1Se considera que si el tiempo tedrico es 100 y el tiempo experimental es 90, se ha producido un 10%

de desviacién y en cambio si el tiempo experimental es 110 se ha producido un —10% de desviacién.
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Para las maquinas en las que se han obtenido resultados experimentales, el algorit-
mo 4.2 (WANG1) es siempre mas rapido que el algoritmo 4.3 (WANG?2). Esto no sucede
cuando el nimero de procesadores es grande, por ejemplo en un CRAY T3D parap = 256
es mas rapido el algoritmo 4.3 (WANG2) hasta tamanos de sistema de unas 65000 ecua-
ciones, como se muestra en la tabla 4.11. Los tiempos se han obtenido en base a los

pardmeros que se muestran en la tabla 4.13(a)

En la tabla 4.12 se muestra el speed-up y la eficiencia de los algoritmos 4.2 (WANGI)
y 4.3 (WANG?2) con respecto al método de eliminaciéon de Gauss para sistemas tridiago-
nales, que es el mejor algoritmo secuencial para la resolucion de sistemas tridiagonales,
considerando los tiempos tedricos de los sistemas de tamano maximo de los que se han

obtenido resultados experimentales en cada una de las maquinas.

La eficiencia que se obtiene no es muy buena, y en caso del IBM SP2 con ethernet es
pésima; sin duda un factor determinante es el valor de g. Para otras maquinas con menor
valor de g se obtiene mejor eficiencia, como es el caso de un CRAY T3D o un CRAY
T3E. Por comodidad, en la tabla 4.13 se repiten los valores de los parametros de estas
maquinas que se muestran en la tabla 2.16, para las mismas se obtiene el speed-up y la
eficiencia que figura en la tabla 4.14 considerando el mismo tamano de sistema que para
la tabla 4.12.
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IBM SP2 2 procesadores switch
WANG1 WANG2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0004 0.0004 0.0004 0.0005
256 | 0.0004 0.0013 0.0005 0.0013
512 | 0.0005 0.0010 0.0006 0.0012
1024 | 0.0008 0.0012 0.0009 0.0012
2048 | 0.0013 0.0012 0.0014 0.0015
4096 | 0.0022 0.0022 0.0024 0.0024
8192 | 0.0041 0.0042 0.0044 0.0043
16384 | 0.0079 0.0076 0.0085 0.0083
32768 | 0.0155 0.0157 0.0166 0.0165
65536 | 0.0306 0.0305 0.0329 0.0323
131072 | 0.0609 0.0598 0.0654 0.0654
262144 | 0.1215 0.1172 0.1304 0.1257
524288 | 0.2428 0.2379 0.2603 0.2520

Tabla 4.2: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3
(WANG2), medidos en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante
switch, para 128 < n < 524288.
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(b) 16384 < n < 524288

Figura 4.8: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
4.3 (WANG?2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 4 procesadores switch
WANG1 WANG2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0006 0.0006 0.0007 0.0008
256 | 0.0007 0.0007 0.0008 0.0008
512 | 0.0008 0.0014 0.0010 0.0016
1024 | 0.0012 0.0013 0.0013 0.0015
2048 | 0.0018 0.0019 0.0019 0.0020
4096 | 0.0031 0.0029 0.0032 0.0031
8192 | 0.0056 0.0053 0.0058 0.0057
16384 | 0.0107 0.0105 0.0110 0.0107
32768 | 0.0208 0.0205 0.0214 0.0213
65536 | 0.0410 0.0394 0.0422 0.0419
131072 | 0.0815 0.0787 0.0838 0.0837
262144 | 0.1625 0.1623 0.1670 0.1636
524288 | 0.3245 0.3102 0.3334 0.3250

Tabla 4.3: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y
4.3 (WANG?2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante
switch, para 128 < n < 524288.
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(b) 16384 < n < 524288

Figura 4.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
4.3 (WANG?2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 6 procesadores switch
WANG1 WANG2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0009 0.0013 0.0011 0.0016
252 | 0.0010 0.0011 0.0012 0.0014
504 | 0.0011 0.0011 0.0013 0.0013
1008 | 0.0015 0.0018 0.0017 0.0021
2016 | 0.0021 0.0019 0.0023 0.0020
4032 | 0.0034 0.0032 0.0036 0.0035
8064 | 0.0060 0.0058 0.0063 0.0060
16128 | 0.0112 0.0112 0.0116 0.0114
32256 | 0.0217 0.0210 0.0222 0.0213
64512 | 0.0425 0.0410 0.0434 0.0425
129024 | 0.0842 0.0842 0.0858 0.0858
258048 | 0.1677 0.1644 0.1707 0.1635
516096 | 0.3345 0.3203 0.3404 0.3252

Tabla 4.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y
4.3 (WANG?2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante
switch, para 126 < n < 516096.
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Figura 4.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y
4.3 (WANG?2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 2 procesadores ethernet
WANG1 WANG2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0045 0.0056 0.0050 0.0054
256 | 0.0071 0.0078 0.0075 0.0186
512 | 0.0122 0.0130 0.0126 0.0245
1024 | 0.0224 0.0261 0.0228 0.0302
2048 | 0.0428 0.0470 0.0433 0.0474
4096 | 0.0835 0.0827 0.0841 0.0823
8192 | 0.1651 0.1756 0.1658 0.1601
16384 | 0.3282 0.3238 0.3292 0.3224
32768 | 0.6545 0.6506 0.6560 0.6520
65536 | 1.3070 1.2939 1.3096 1.2850
131072 | 2.6119 2.6161 2.6168 2.6161
262144 | 5.2219 4.9811 5.2311 5.0445
524288 | 10.4419 10.2511 10.4598 10.1243

Tabla 4.5: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3
(WANG2), medidos en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 128 < n < 524288.
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Figura 4.11: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
4.3(WANG?2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ethernet.
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IBM SP2 4 procesadores ethernet
WANG1 WANG2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0145 0.0165 0.0156 0.0183
256 | 0.0217 0.0197 0.0229 0.0204
512 | 0.0363 0.0433 0.0374 0.0435
1024 | 0.0654 0.0744 0.0665 0.0782
2048 | 0.1236 0.1407 0.1248 0.1418
4096 | 0.2401 0.2634 0.2413 0.2598
8192 | 0.4730 0.4594 0.4743 0.4647
16384 | 0.9390 1.5034 0.9404 1.5297
32768 | 1.8708 1.7549 1.8725 1.7755
65536 | 3.7346 3.6297 3.7368 3.5466
131072 | 7.4620 7.0647 7.4653 7.1182
262144 | 14.9169 14.4628 14.9224 14.3265
524288 | 29.8266 28.4446 29.8365 28.7219

Tabla 4.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y
4.3 (WANG?2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 128 < n < 524288.
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Figura 4.12: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
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(b) 16384 < n < 524288

524288

4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante ethernet.




208

4 Método de Wang

IBM SP2 6 procesadores ethernet
WANG1 WANG2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0390 0.0523 0.0413 0.0541
252 | 0.0575 0.0729 0.0599 0.0752
504 | 0.0949 0.1504 0.0973 0.1631
1008 | 0.1698 0.1932 0.1722 0.1951
2016 | 0.3197 0.3647 0.3221 0.3812
4032 | 0.6195 0.6776 0.6220 0.7137
8064 | 1.2192 1.1891 1.2217 1.2026
16128 | 2.4186 2.2895 2.4212 2.3126
32256 | 4.8174 5.1402 4.8202 5.2438
64512 | 9.6149 9.4244 9.6181 9.1213
129024 | 19.2100 17.9577 19.2139 18.1939
258048 | 38.4002 35.7446 38.4055 36.5398
516096 | 76.7805 76.7245 76.7887 73.1317

Tabla 4.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y
4.3 (WANG?2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 126 < n < 516096.
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Figura 4.13: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante ethernet.
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Cluster de PC’s 2 procesadores

n

WANGI

Teodrico Experimental

Teodrico Experimental

WANG2

128
256
012
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536

0.0051 0.0055
0.0052 0.0058
0.0055 0.0057
0.0060 0.0065
0.0071 0.0081
0.0093 0.0094
0.0137 0.0135
0.0225 0.0219
0.0401 0.0390
0.0752 0.0719

0.0063
0.0065
0.0068
0.0074
0.0085
0.0109
0.0157
0.0252
0.0443
0.0824

0.0070
0.0069
0.0066
0.0078
0.0095
0.0110
0.0154
0.0244
0.0438
0.0804

Tabla 4.8: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3
(WANG2) medidos en un cluster de PC'’s, para 2 procesadores y 128 < n < 65536.
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0.004
0.002
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Figura 4.14: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y
4.3 (WANG2) en un cluster de PC’s para 2 procesadores.
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Cluster de PC’s 4 procesadores

n

WANGI

Teodrico Experimental

Teodrico Experimental

WANG2

128
256
012
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536

0.0133 0.0152
0.0135 0.0149
0.0138 0.0148
0.0143 0.0141
0.0155 0.0245

0.0178 0.0170
0.0224 0.0218
0.0315 0.0313
0.0498 0.0478
0.0864 0.0857

0.0166
0.0168
0.0171
0.0177
0.0189
0.0213
0.0260
0.0355
0.0546
0.0927

0.0191
0.0184
0.0179
0.0180
0.0286
0.0207
0.0250
0.0346
0.0532
0.0884

Tabla 4.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3
(WANG2) medidos en un cluster de PC'’s, para 4 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 4.15: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
4.3 (WANG2) en un cluster de PC’s para 4 procesadores.
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Cluster de PC’s 6 procesadores

WANG1 WANG2

n Teodrico Experimental | Tedrico Experimental
126 | 0.0298 0.0339 0.0373 0.0438
252 | 0.0300 0.0327 0.0374 0.0423
504 | 0.0302 0.0298 0.0377 0.0378
1008 | 0.0308 0.0286 0.0382 0.0355
2016 | 0.0318 0.0337 0.0393 0.0414
4032 | 0.0339 0.0339 0.0415 0.0408
8064 | 0.0381 0.0381 0.0458 0.0441
16128 | 0.0466 0.0462 0.0545 0.0511
32256 | 0.0634 0.0631 0.0718 0.0686
64512 | 0.0971 0.0962 0.1065 0.1038

Tabla 4.10: Tiempos tecricos y experimentales de los algoritinos 4.2 (WANG1) y
4.3 (WANG2) medidos en un cluster de PC’s, para 6 procesadores y 126 < n <

64512.
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Bre6rico WANG1 DExperimental WANG1
HTebrico WANG?2 Experimental WANG2

126 252 o904 1008 2016

n

(a) 126 <n <2016

0.12
BTe6rico WANGL
nE><perimentaIWANG1
0.10
ETebrico WANG2
Experimental WANG2
0.08

4032 8064 16128 32256 64512

(b) 4032 < n < 64512

Figura 4.16: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 4.2 (WANG1) y
4.3 (WANG2) en un cluster de PC’s para 6 procesadores.
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Figura 4.17: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con switch.
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Figura 4.18: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con ethernet.
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Figura 4.19: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un cluster de PC’s.
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CRAY T3D 256 procesadores

n WANG1 WANG2  Mejor
512 | 0.0019 0.0016 WANG2
1024 | 0.0018 0.0016  WANG2
2048 | 0.0020 0.0018 WANG2
4096 | 0.0024 0.0023  WANG2
8192 | 0.0034 0.0033 WANG2
16384 | 0.0055 0.0054 WANG2
32768 | 0.0097 0.0096 WANG?2
65536 | 0.0180 0.0180 WANG2
131072 | 0.0347 0.0348 WANGI1
262144 | 0.0681 0.0683 WANGI1
524288 | 0.1350 0.1354  WANGI1

Tabla 4.11: Tiempos tedricos de los algoritmos 4.2 (WANGI1) y 4.3 (WANG2)
medidos en un CRAY T3D, para 256 procesadores y 512 < n < 524288.
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[ N N

IBM SP2 switch IBM SP2 ethernet
WANG1 WANG2 WANG1 WANG2
Sp L, Sp L, p| Sp E, Sp Ly
0.38 19.19% | 0.36  17.90% 21001 045% |0.01 0.45%
029 7.18% |0.28 6.99% 410.00 0.08% | 0.00 0.08%
0.27 4.57% |0.27  4.49% 6| 0.00 0.02% | 0.00 0.02%

(a) IBM SP2 switch

(b) IBM SP2 ethernet

Cluster de PC’s
WANG1 WANG2
p E, Sp L,
21042 21.20% | 0.39 19.35%
41037 9.22% |0.34 8.60%
61032 539% |029 4.91%

(c) Cluster de PC’s

Tabla 4.12: Speed-up (Sp) y eficiencia (E,) de los algoritmnos 4.2 (WANG1) y 4.3
(WANG2) en un IBM SP2 y un cluster de PC’s.
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s p [ g n
12 1 68 03 94
2 164 0.7 71

4 168 0.7 66

8§ 175 0.8 59

16 181 0.9 61

32 201 1.1 28

64 148 1 27

128 301 1.1 20

256 387 1.2 15

5 P l g n
467 1 8 212 9
2 269 087 33

4 357 0.87 40

8§ 506 0.81 40

16 751 1.04 38

32 1252 1.31 45

(a) CRAY T3D

(b) CRAY T3E

Tabla 4.13: Valores de parametros BSP.
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CRAY T3D CRAY T3E
WANG1 WANG2 WANG1 WANG2

p Sp L, Sp L, Pl S E, Sp L,
2 10.88 44.01% | 0.76 37.77% 2 10.79 39.64% | 0.69 34.51%
4 | 1.38 34.40% | 1.22 30.47% 4 11.30 32.60% | 1.16 29.05%
8 200 24.98% | 1.83 22.84% 8 [ 1.99 24.83% | 1.82 22.71%
16 | 2.47 15.43% | 2.33 14.59% 16 | 2.24 14.00% | 2.13 13.30%
32 247 7.73% | 240 7.51% 321 1.90 11.88% | 1.82 11.37%
64 | 2.91 4.54% | 286 4.47%
128 | 277 2.16% | 275  2.15%
256 | 2.59  1.01% |2.58 1.01%

(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 4.14: Speed-up (S)) y eficiencia (E,) de los algoritmos 4.2 (WANG1) y 4.3
(WANG2) en un CRAY T3D y un CRAY T3E.



Capitulo 5

Comparacion entre métodos

En este capitulo se comparan entre si los distintos métodos y algoritmos descritos
y analizados en los capitulos 2, 3 y 4. Mas en concreto, se compara el tiempo tedrico
de todos los algoritmos BSP en las distintas maquinas sobre las que se han obtenido
resultados numéricos y se busca el algoritmo 6ptimo para cada una de las situaciones.
Como se ha comprobado en los capitulos mencionados, el tiempo experimental se ajusta
mejor al tiempo tedrico esperado para tamanos de sistema grandes, por ello se realiza la
comparacion para tamanos de sistema entre 4096 y 65536 ecuaciones para el cluster de
PC’s y entre 16384 y 524288 ecuaciones para el resto de maquinas. Por comodidad, en la
tabla 5.1 se vuelven a mostrar los valores de los parametros BSP de todas las maquinas

para las que se han obtenido resultados numéricos.

En las figuras 5.1-5.22 se muestran los tiempos tedricos, medidos en segundos, de
todos los algoritmos BSP en las distintas maquinas. Cada una de las figuras contiene
una grafica, que para los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2)
representa el tiempo esperado tomando m = 5, y una tabla que muestra el algoritmo mas
rapido considerando diversos valores de m. Conviene recordar que m es el nimero de

ecuaciones superpuestas y viene dado por la expresion 2.14 de la pagina 64.

223
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s p [ g n s p [ g n1
45 1 423 23 26 45 1 423 2.3 8
2 3294 95 25 2 20235 709.7 3
4 5366 124 25 4 54163 13626 9
6 8164 12.5 25 6 121958 3211.2 9
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

S P { g ni

164 1 23 02 22

2 2556 6.9 5

4 5152 74 4

6 7538 6.8 4

(c) Cluster de PC’s

s p l g n 5 D l g ni
12 1 68 03 94 46.7 1 8 212 9
2 164 0.7 71 2 269 087 33
4 168 0.7 66 4 357 0.87 40
8 175 0.8 59 8 506 0.81 40
16 181 0.9 61 16 751 1.04 38
32 201 1.1 28 32 1252 1.31 45
64 148 1 27
128 301 1.1 20
256 387 1.2 15
(d) CRAY T3D (e) CRAY T3E

Tabla 5.1: Valores de pardametros BSP.
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5.1 IBM SP2

5.1.1 Swzitch

En las figuras 5.1, 5.2 y 5.3, se muestran los tiempos tedricos, medidos en segundos,
en un IBM SP2 utilizando switch.

Para 2 procesadores el algoritmo 3.1 (TW) es el més rapido, con una diferencia sobre
los demés algoritmos que va desde el 9.52% hasta el 41.13% para n = 524288 y m = 5. Los
porcentajes representan la cantidad de tiempo adicional sobre el que necesita el algoritmo

mas rapido.

Para 4 procesadores el algoritmo més répido es el 2.3 (OPM2), con muy poca diferencia
sobre el algoritmo 3.3 (TW2) (el 0.04% para el tamano maximo de sistema). Si m = 100,
el algoritmo més rapido es ahora 3.3 (TW2), con poca diferencia sobre el algoritmo 2.3
(OPM2); si m = 1000 esta diferencia es mayor y el algoritmo 4.2 (WANG1) es méas rapido
para n € {16384, 32768}.

Para 6 procesadores se tiene una situacion parecida a la existente para 4 procesadores,
la diferencia esta en que el algoritmo 4.2 (WANGI1) es éptimo en mds ocasiones (para
m = 100, n = 16128 y m = 1000, n = 64512).

En cualquiera de los casos, 2, 4, 6 6 procesadores, es mas rapido resolver el sistema
en secuencial mediante el método de eliminacion de Gauss para sistemas tridiagonales.
Para n = 524288 y m = 5, el incremento de tiempo del algoritmo paralelo mas rapido
sobre el tiempo necesario en secuencial varia desde el 97.91% para 2 procesadores hasta
el 250,01% para 6 procesadores. Es evidente por tanto que para el IBM SP2 utilizando
switch, los algoritmos paralelos que se han analizado no son ttiles si el objetivo es ahorrar
tiempo en la resolucién de los sistemas (ese objetivo se cumple mejor en méaquinas con
valores de g menores), ahora bien resultan de utilidad si el objetivo es resolver sistemas
de tamano superior al méximo admitido por un sélo procesador. Se pueden resolver, por

ejemplo, sistemas de tamano 3145728 (6 - 524288) sélo en paralelo.
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0.30
| Hopwm1
025 L OoPM2
HTW
0.20 | mWANG1
ITWANG2
b0
(s¢9)
0.10
0.05
0.00

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(a) 16384 < n < 524288

IBM SP2 2 procesadores switch

m

n 5 10 100 1000

16384 | TW TW TW TW
32768 | TW TW TW TW
65536 | TW TW TW TW
131072 | TW TW TW TW
262144 | TW TW TW TW
524288 | TW TW TW TW

(b) Algoritmo 6ptimo

Figura 5.1: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.1 (TW),
4.2 (WANGI1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados
mediante switch, para 16384 < n < 524288.
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0.00 a
16384 32768 65536 131072 262144 524288
n
(a) 16384 < n < 524288
IBM SP2 4 procesadores
m
n 5 10 100 1000
16384 | OPM2 OPM2 TW2 WANGI1
32768 | OPM2 OPM2 TW2 WANGI
65536 | OPM2 OPM2 TW2 TW2
131072 | OPM2 OPM2 TW2 TW2
262144 | OPM2 OPM2 TW2 TW2
524288 | OPM2 OPM2 TW2 TW2

(b) Algoritmo 6ptimo

Figura 5.2: Comparacion entre los algoritmnos 2.2 (OPMI1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 4 pro-

cesadores interconectados mediante switch, para 16384 < n < 524288.
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0.40

Hopm1
0.35 + ooprm2

T oETWI
0.30 + Twe
| mWANGL
0.25 | owaNG2
b 020
&) L
0.15
0.10
0.05
0.00

16128 32256 64512 129024 258048 516096
n

(a) 16128 < n < 516096

IBM SP2 6 procesadores switch

m

n 5 10 100 1000

16128 | OPM2 OPM2 WANG1 WANGI1

32256 | OPM2 OPM2 TW2  WANGI

64512 | OPM2 OPM2 TW2  WANGI
129024 | OPM2 OPM2  TW2 TW2
258048 | OPM2 OPM2  TW2 TW2
516096 | OPM2 OPM2  TW2 TW2

(b) Algoritmo 6ptimo

Figura 5.3: Comparacion entre los algoritmnos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 6 pro-

cesadores interconectados mediante switch, para 16128 < n < 516096.
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5.1.2 Fthernet

En las figuras 5.4, 5.5 y 5.6, se muestran los tiempos tedricos, medidos en segundos,
en un IBM SP2 utilizando ethernet.

Para 2 procesadores, de nuevo, el algoritmo 3.1 (TW) es el mds répido, pero con
poca diferencia sobre todos los demas. Para 4 procesadores el algoritmo més rapido para
m > 100 es (casi siempre) el 4.2 (WANG1) y para 6 procesadores lo es el algoritmo 4.2
(WANGT1) para m > 10; véanse las figuras 5.5(b) y 5.6(b). En todos los casos no existe

gran diferencia en los tiempos.

Utilizando ethernet los tiempos que se obtienen son mucho mayores que utilizando
switch, por lo que resulta siempre mejor utilizar este ultimo dispositivo de comunicacién

entre los procesadores.

5.2 Cluster de PC’s

En las figuras 5.7, 5.8 y 5.9, se muestran los tiempos tedricos, medidos en segundos,

en un cluster de PC’s.

Para 2 procesadores el algoritmo més rapido es, otra vez, el 3.1 (TW) (excepto para
n = 4096 y m € {5,10,100}), la diferencia sobre los demds algoritmos, para n = 65536 y
m =5, varia desde el 13.36% hasta el 52.50%.

Para 4 procesadores el algoritmo mas rapido, en la mayoria de situaciones, es el 2.2
(OPM1). Para el méximo tamano de sistema es mas rapido el algoritmo 2.3 (OPM2), la
diferencia sobre los demés algoritmos varia desde el 2.99% hasta el 16.65%. Para m = 1000
y n € {4096, 8192, 16384, 32768} es mejor el algoritmo 3.2 (TW1).

En cualquiera de los casos, 2, 4 6 6 procesadores, es més rapido resolver el sistema
en secuencial mediante el método de eliminaciéon de Gauss para sistemas tridiagonales.
Para el maximo tamano de sistema y m = 5, el incremento de tiempo del algoritmo
paralelo mas réapido sobre el tiempo necesario en secuencial varia desde el 69.49% para
2 procesadores hasta el 205.67% para 6 procesadores. En el cluster de PC’s ocurre lo

mismo que en el IBM SP2, los algoritmos paralelos que se han analizado son mas ttiles
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Figura 5.4: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.1 (TW),
4.2 (WANGI1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados
mediante ethernet, para 16384 < n < 524288.
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Figura 5.5: Comparacion entre los algoritinos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 4 pro-

cesadores interconectados mediante ethernet, para 16384 < n < 524288.
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Figura 5.6: Comparacion entre los algoritinos 2.2 (OPMI1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un IBM SP2 con 6 pro-

cesadores interconectados mediante ethernet, para 16128 < n < 516096.
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Figura 5.7: Comparacion entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.1 (TW),
4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un cluster de PC'’s, para 2 procesadores y 4096 <

n < 65536.

(b) Algoritmo 6ptimo
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(b) Algoritmo éptimo

Figura 5.8: Comparacion entre los algoritmos 2.2 (OPMI1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANGI1) y 4.3 (WANG2) en un cluster de PC’s, para
4 procesadores y 4096 < n < 65536.
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Figura 5.9: Comparacion entre los algoritmos 2.2 (OPMI1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANGI1) y 4.3 (WANG2) en un cluster de PC’s, para
6 procesadores y 4032 < n < 64512.
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si el objetivo es resolver sistemas de tamano superior al maximo admitido por un sélo
procesador, en esta maquina se pueden resolver, por ejemplo, sistemas de tamano 387072
(6 - 64512) sélo en paralelo.

5.3 CRAY T3D

En las figuras 5.10-5.17 se muestran los tiempos tedricos, medidos en segundos, en un
CRAY T3D. De nuevo, el algoritmo 3.1 (TW) es el mdas rapido para 2 procesadores, la
diferencia sobre los demas algoritmos varia desde el 36.7% hasta el 159% para n = 524288
y m = 5. Se recuerda que los porcentajes representan la cantidad de tiempo adicional

sobre el que necesita el algoritmo mas rapido.

Para 4 procesadores el algoritmo maés répido es el 2.3 (OPM2), con muy poca diferencia
sobre el algoritmo 3.3 (TW2). Si el valor de m es 100, es mas répido el algoritmo 3.3
(TW2). No hay una diferencia sustancial en el tiempo invertido por los algoritmos 2.3
(OPM2) y 3.3 (TW2) para valores de m no muy grandes, ahora bien, cuando el valor de m
es grande la diferencia es significativa; por ejemplo, para m = 50000, p = 4 y n = 524288
el algoritmo 3.3 (TW2) es el mas rapido de todos y tarda 0.2248 segundos mientras que
el algoritmo 2.3 (OPM2) tarda 0.2734 segundos, lo que supone un 21,64% de incremento.
Para esos mismos valores de m, p y n la resolucion del sistema secuencialmente mediante
el método de Gauss para sistemas tridiagonales tarda 0.3495 segundos, lo que supone un

55,49% ma&s que con el algoritmo 3.3 (TW2) que es el éptimo.

A medida que va aumentando el nimero de procesadores, se observa que el algoritmo
3.3 (TW2) es el éptimo para valores de m cada vez mas pequenos y que para valores de
m grandes el algoritmo 4.2 (WANGI1) es el més rapido, a excepciéon de p = 255 donde el

6ptimo es el algoritmo 4.3 (WANG2) en muchas situaciones.

En esta maquina (véase la tabla 5.1(d)) con valor de g préximo a 1, es mds répido
resolver el sistema mediante un algoritmo en paralelo que en secuencial mediante el método
de eliminacion de Gauss para sistemas tridiagonales. Para 2 procesadores, n = 524288
y m = b, el incremento de tiempo necesario en secuencial sobre el algoritmo paralelo
méas rapido (TW) es del 95.67%, el speed-up es muy bueno, Sy = 1.96, al igual que la

eficiencia, Fy = 97.84%. Precisamente este buen comportamiento es el que hace que el
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Figura 5.10: Comparacion entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.1
(TW), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 2 procesadores y

16384 < n < 524288.
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65536 | OPM2 OPM2 TW2 TW2
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262144 | OPM2 OPM2 TW2 TW2
524288 | OPM2 OPM2 TW2 TW2

(b) Algoritmo 6ptimo

Figura 5.11: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (IW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 4
procesadores y 16384 < n < 524288,
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Figura 5.12: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 8

procesadores y 16384 < n < 524288,
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Figura 5.13: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 16
procesadores y 16384 < n < 524288.
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Figura 5.14: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 32
procesadores y 16384 < n < 524288,
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Figura 5.15: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 64
procesadores y 16384 < n < 524288,
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Figura 5.16: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 128
procesadores y 16384 < n < 524288,
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Figura 5.17: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3D, para 128
procesadores y 16384 < n < 524288,



5.4 CRAY T3E 245

algoritmo 3.3 (TW2) sea el mas rapido en muchas situaciones.

En la tabla 5.2 se muestra, para diversos valores de m, el nimero 6ptimo de proce-
sadores, si el objetivo es conseguir la mayor rapidez posible en la resolucion del sistema
tridiagonal. En las columnas etiquetadas con Proc se muestra el nimero de procesadores
optimo, en las columnas etiquetadas con Alg se muestra el algoritmo con el que se con-
sigue el mejor tiempo y en las columnas etiquetadas con Gauss se muestra el incremento
porcentual de tiempo que se produce al resolver el sistema en secuencial por el método
de eliminacion de Gauss para sistemas tridiagonales sobre el tiempo utilizado en paralelo
por el algoritmo maés rapido; un 100% de incremento significa que en secuencial se tarda
el doble que en paralelo.

5.4 CRAY T3E

En las figuras 5.18-5.22 se muestran los tiempos tedricos, medidos en segundos, en un
CRAY T3E.

En esta méquina, el algoritmo 3.1 (TW) también es el més rapido para 2 procesadores,
la diferencia sobre los demads algoritmos varia desde el 29.49% hasta el 127.74%, para
n = 524288 y m = b.

Para 4, 8, 16 y 32 procesadores el algoritmo mas rapido es el 2.3 (OPM2), con muy
poca diferencia sobre el algoritmo 3.3 (TW2); por ejemplo, para n = 524288 y m = 5
la méxima diferencia, que se alcanza para 32 procesadores, es del 0.05%. En cambio,
si m = 100 el algoritmo 3.3 (TW2) es el més rapido, con muy poca diferencia sobre
el algoritmo 2.3 (OPM2). La diferencia es sustancial para valores de m mayores; por
ejemplo, para p = 8, n = 524288 y m = 10000 el algoritmo 3.3 (TW2) sigue siendo el mas
rapido, la diferencia con el algoritmo 2.3 (OPM2) es de un 10, 18% y con los demds varia
desde el 14,97% hasta el 85,07%.

Aligual que en el CRAY T3D, en esta maquina el valor de g estd proximo a 1 (véase la
tabla 5.1(e)) y es mas rapido resolver el sistema mediante un algoritmo en paralelo que en
secuencial mediante el método de eliminacion de Gauss para sistemas tridiagonales. Para
2 procesadores, n = 524288 y m = 5, el incremento de tiempo necesario en secuencial

sobre el algoritmo paralelo més réapido (TW) es del 57.2%, el speed-up también es bueno,



246 5 Comparacion entre métodos

CRAY T3D

m
5 10
n Proc.  Alg. Gauss | Proc. Alg.  Gauss

16384 | 16p OPM2 167.61% | 16p TW2 166.45%
32768 | 64p  TW2 184.66% | 64p TW2 182.52%
65536 | 64p  TW2 193.98% | 64p TW2 192.86%
131072 | 64p  TW2 198.84% | 64p TW2 198.27%
262144 | 64p  TW2 201.33% | 64p TW2 201.04%
524288 | 64p  TW2 202.59% | 64p TW2 202.44%

(a)y m € {5,10}

CRAY T3D

m

100 1000

n Proc. Alg. Gauss | Proc. Alg. Gauss

16384 | 64p WANGI1 159.83% | 64p WANGI1 159.83%
32768 | 64p WANG1 174.89% | 64p WANG1 174.89%
65536 | 64p  WANG1 183.07% | 64p WANG1 183.07%
131072 | 64p TW2  188.35% | 64p WANGI1 187.34%
262144 | 64p TW2  195.94% | 64p WANG1 189.52%
524288 | 64p TW2  199.85% | 64p WANG1 190.63%

(b) m € {100, 1000}

Tabla 5.2: Numero Jptimo de procesadores en un CRAY T3D, para
16384 < n < 524288.
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Figura 5.18: Comparacion entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.1
(TW), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3E, para 2 procesadores y

16384 < n < 524288.
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Figura 5.19: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3E, para 4 pro-
cesadores y 16384 < n < 524288.
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Figura 5.20: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 4.2 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3E, para 8 pro-
cesadores y 16384 < n < 524288.
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Figura 5.21: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 42 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3E, para 16
procesadores y 16384 < n < 524288,
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Figura 5.22: Comparacién entre los algoritmos 2.2 (OPM1), 2.3 (OPM2), 3.2
(TW1), 3.3 (TW2), 42 (WANG1) y 4.3 (WANG2) en un CRAY T3E, para 32
procesadores y 16384 < n < 524288,
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Sy = 1.57, al igual que la eficiencia, Fy = 78.6%. Este buen comportamiento es el que

hace que el algoritmo 3.3 (TW2) sea el mds rapido en muchas situaciones.

En la tabla 5.3 se muestra, para diversos valores de m, el nimero 6ptimo de proce-
sadores, si el objetivo es conseguir la mayor rapidez posible en la resolucion del sistema
tridiagonal. Al igual que en la tabla 5.2, en las columnas etiquetadas con Proc se mues-
tra el nimero de procesadores 6ptimo, en las columnas etiquetadas con Alg se muestra
el algoritmo con el que se consigue el mejor tiempo y en las columnas etiquetadas con
Gauss se muestra el incremento porcentual de tiempo que se produce al resolver el sistema
en secuencial por el método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales sobre el
tiempo utilizado en paralelo por el algoritmo mas rapido; un 100% de incremento significa

que en secuencial se tarda el doble que en paralelo.
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CRAY T3E
m
5 10
n Proc. Alg. Gauss | Proc.  Alg. Gauss
16384 | 8p OPM2 141.17% | 8p OPM2 140.34%
32768 | 8p  OPM2 147.52% | 8  OPM2 147.09%
65536 | 8p  OPM2 150.83% | 8  OPM2 150.61%
131072 | 16p OPM2 152.98% | 16p OPM2 152.75%
262144 | 16p OPM2 154.48% | 16p OPM2 154.36%
524288 | 16p OPM2 155.24% | 16p OPM2 155.18%
(a)m € {5,10}
CRAY T3E
m
100 1000
n Proc. Alg.  Gauss | Proc. Alg. Gauss

16384 | 8  TW2 131.80% | 16p WANGI1 108.02%
32768 | 8 TW2 142.52% | 16p WANG1 115.97%
65536 | 8p  TW2 148.24% | 8p T™W2  130.21%
131072 | 8 TW2 151.19% | 8p TW2  141.63%
262144 | 16p TW2 153.19% | 8p TW2  147.77%
524288 | 16p TW2 154.59% | 8p TW2  150.96%

Tabla 5.3: Numero Jptimo de procesadores en un CRAY T3E, para

16384 < n < 524288.

(b) m € {100, 1000}






Conclusiones y lineas futuras

La investigacion presentada en esta memoria se ha desarrollado con un doble objetivo,
por un lado el analisis del modelo de computacion paralela BSP segin el modelo de
coste, para lo cual se han estudiado y analizado diversos métodos para la resolucion
de sistemas tridiagonales estrictamente diagonal dominantes y por otro la propuesta de
nuevos métodos de resolucion de este tipo de sistemas que sean Optimos en determinadas

situaciones.

Se han propuesto algoritmos BSP para el método de las particiones superpuestas, el
método bidireccional (two-way) para dos procesadores y el método de Wang asi como
un nuevo método bidireccional para un niumero par de procesadores. Se han obtenido
resultados experimentales para los distintos algoritmos BSP en un IBM SP2 con conexion
switch y ethernet y en un cluster de PC’s, observandose que las mayores diferencias entre
el tiempo previsto y el experimental se obtienen en los sistemas de tamano pequeno en los
que suele ser mayor el tiempo experimental que el tedrico y que a medida que aumenta
el tamano de sistema el tiempo obtenido experimentalmente se ajusta mejor al esperado;

para tamanos grandes la desviacion ha oscilado entre el 0% y el 5%.

Para el método de las particiones superpuestas se han propuesto dos algoritmos BSP y
se ha observado que, por lo general, a partir de unas 17000 ecuaciones resulta mas rapido

el algoritmo que calcula m (nimero de ecuaciones superpuestas) en paralelo.

El método bidireccional (two-way) para dos procesadores es siempre el mas répido
con un diferencia significativa sobre los deméas, ademds tiene una excelente eficiencia en
un CRAY T3D y en un CRAY T3E. Basandose en este método y en el método de las
particiones superpuestas se ha propuesto un nuevo método bidireccional para un ntimero

par de procesadores, para el mismo se han propuesto dos algoritmos BSP y se ha observado
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que también resulta mas rapido el algoritmo que calcula m en paralelo cuando el tamano

del sistema esta por encima de las 50000 ecuaciones.

Para el método de las particiones de Wang se han propuesto dos algoritmos BSP, uno
de ellos supone una variaciéon del método que mejora el tiempo de ejecucion cuando el

nimero de procesadores es grande.

En la comparacion de los distintos algoritmos entre si y con el método de eliminacién
de Gauss para sistemas tridiagonales se han obtenido varias conclusiones. En el IBM
SP2 y en el cluster de PC’s es mas rapido resolver el sistema en secuencial mediante el
método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales, por tanto los algoritmos BSP
propuestos son de utilidad sélo si el objetivo es resolver sistemas de tamano superior al
maximo admitido por un sélo procesador. Esto no sucede en maquinas con comunicacion
entre procesadores mas rapida que en las anteriores, como es el caso del CRAY T3D
o del CRAY T3E. El nuevo método bidireccional para un nimero par de procesadores
propuesto es el é6ptimo en muchas situaciones, es digno de reseniar que en un CRAY T3E
el mejor tiempo se consigue con este método usando solo 8 procesadores, en este caso
el tiempo de ejecucion es aproximadamente la tercera parte del necesitado por el mejor

algoritmo secuencial.
Futuros trabajos de investigacion

En muchas de las aplicaciones de diversos campos de la ingenieria se hace necesaria la
resolucion de muchos sistemas lineales tridiagonales con la misma matriz de coeficientes,
haciendo uso de la descomposicion LU de la matriz de coeficientes se puede obtener la
solucién de cada sistema tridiagonal resolviendo dos sistemas bidiagonales. A la vista de
los buenos resultados obtenidos por el método bidireccional para dos procesadores y del
tipo de factorizacién que se hace sobre la matriz de coeficientes del sistema, se estudiara la
generalizacion del método bidireccional para un niimero par de procesadores a la resolucion

de multiples sistemas lineales tridiagonales con la misma matriz de coeficientes.

Otro problema a estudiar, en términos parecidos a los de esta memoria, es la resolucion

de sistemas lineales por bandas.
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