Resonancia principal generalizada en sistemas oscilatorios de segundo orden
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En el presente articulo se estudia la resonancia principal generalizada para sistemas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden y se demuestra con ayuda del principio del maximo de Pontriaguin, la coincidencia de ésta con la solucién proiongada de un
problema extremal para el mismo sistema. Ademads se verifican estos resultados en los casos particulares de resonancia general y resonancia

paramétrica para la ecuacién de Mathieu.
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This paper will describe the generalized principal resonance of systems as described by the second order of ordinary differential equations
and proved by the pontriaguin maximal principle to coincide with the lengthened solution of an external problem of the same system. The
results are verified in special cases of general resonance and parametric resonance for the Mathieu equation.
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1. Introduccion

En el ambito de la fisica general, son de mucha importan-
cia los fendmenos de resonancia. Existen dos conceptos am-
pliamente estudiados, el de resonancia y el de resonancia pa-
ramétrica. Ambos estdn en funcidn del crecimiento de la am-
plitud en la respuesta o solucidn; en el primero el crecimien-
to se debe a las mismas fuerzas internas del sistema fisico,
mientras que en el segundo se debe a fuerzas externas que
actian sobre dicho sistema [1, 2].

Ademads es conocido que el estudio de las oscilaciones
pegqueiias de un sistema dinamico descrito por ecuaciones di-
ferenciales ordinarias es muy relevante en el plano de las apli-
caciones. Por 1o general se estudia la estabilidad de los puntos
de reposo, pero también es de importancia cuando se estudia
la inestabilidad —resonancia— por sus ttiles y variados apo-
yos en [a fisica y en la ingenieria. Algunos ejemplos de reso-
nancia paramétrica pueden encontrarse en las Refs. 3 y 4.

Tomando en cuenta la trascendencia del cientifico Pon-
triaguin y la importancia del principio que lleva su nombre,
en este escrito se estudia una aplicacion del principio del
maximo de Pontriaguin con el fin de resolver el problema
sobre como encontrar la resonancia principal generalizada en
un sistema apropiado. El concepto de resonancia principal
generalizada surgio por vez primera a principios de la década
de los noventas en un articulo de Alexandrova, esto se puede
ver en la Ref. 5. Se considera a este término una generaliza-
cién, puesto que en el presente trabajo se muestra como la

resonancia general y la paramétrica para el caso de la ecua-
cién de Mathieu, son dos particularidades.

Sélo un comentario mas: se recalca la importancia de es-
te principio, asi como la del genio que lo descubrid. Si se
quiere conocer aigunos detalles sobre la historia de este gran
personaje, ver Ret. 6.

2. Planteamiento del problema

Nuestro objeto de estudio durante el transcurso del presente
escrito es el siguiente sistema:

T1 + 26T, + ’Ul(t)irl = Ug(t),

0<e<vo
v1(-),v2(") €V = {v1("),v5(") € (1)

KCI0 <v- <wvi(t) <oy, [15(t)| <v, v=cte}

La abreviatura KC significa funciones continuas a trozos; v_,
vy Y V son constantes reales.

Como un ejemplo fisico que es modelado por una ecua-
cion similar a (1), se tiene el movimiento de un péndulo con
longitud /, desplazamiento angular § muy pequefio cuyo so-
porte movible tiene una aceleracién externa predeterminada
u(t) [7]. La ecuacién que describe tal movimiento es

é+(%+3§-)9=0.



FIGURA 1. Comportamiento de la soluciéon RPG para el sistema (1)
respecto de cualquier otra solucién y(t) para el mismo sistema.

En todo trabajo existen elementos primordiales, en el
nuestro también los hay. Es asi como a continuacidn escri-
bimos dos definiciones inherentes al sistema (1).

Definicion 1. Se dice que una solucién del sistema (1)
es oscilatoria, si cambia de signo una cantidad infini-
ta de veces (numerable) para cualesquiera condiciones
iniciales.

En nuestro tratado se eligié la condiciéon ¢ < ,/v_ para
garantizar que todas las soluciones sean oscilatorias, como
efectivamente asi sucede [8, 9].

Definicion 2. Supongamos que se tiene el sistema (1)
con las condiciones iniciales x1(t,) = 1y x2(f;) =
t1(ty) = 0 (normalizadas en caso de ser necesario).
La solucién z1(-) de (1) es la resonancia principal
generalizada, si las amplitudes de sus oscilaciones
en los tiempos ty,%5,%3,... ,tn,...; SON IMayores o
iguales que las amplitudes de las oscilaciones de cual-
quier otra solucion y(-) del mismo sistema y mismas
condiciones iniciales, en los tiempos correspondientes
ti,t2,t3,... ,tn,..., cuando variamos v1(-) y vy (")
dentro del conjunto funcional V' y &, (¢;) = 91(¢,) =0
(ver Fig. 1).

Es decir, si |z1(t;)] = Bi, |y(t:)| = B; para y(-) otra
solucion, entonces x; () es la resonancia principal generali-
zada s1y s6lo si 3, > 3,. La definicién anterior la podemos
encontrar en la Ret. 5.

El resultado principal de este articulo y del cual se hace

un analisis para casos particulares, es el siguiente teorema.

Teorema. L.a resonancia principal generalizada del sis-
tema bilineal (1) coincide con la soluciéon prolongada
del problema extremal

71O 4 (), 0,()

en el intervalo [#g, ¢, ] para el mismo sistema y las mis-
mas condiciones iniciales.

> t

FIGURA 2. Esquema del planteamiento del problema con las con-
diciones iniciales £1(0) = 8o = 1, £ (0) = 0. Adema4s describe
la evolucién de la solucién en el intervalo [0, t?] del tiempo real £ 6
en el intervalo [0, 71 ] del tiempo de “regreso” .

3. Demostracion del Teorema

[La demostracién del teorema la desarrollaremos en dos pa-
sos, en el primero se demuestra la construccion y en el se-
gundo probamos la coincidencia.

3.1. Construccion

Por un traslado de los ejes coordenados, sin pérdida de gene-
ralidad cambiemos el intervalo [£,, ¢,] por el intervalo [0, £3].
El objetivo en esta etapa es construir la resonancia principal
generalizada para el sistema (1), lo que equivale a encontrar
la solucién oscilatoria que tenga amplitud maxima cuando
variamos las perturbaciones v,(-) y v,(:) en el espacio V.
Para efectuar lo explicado, se supone que se tienen las con-
diciones iniciales ya normalizadas z1(0) = 1, £;(0) = 0.
Ademads, después de un tiempo ¢t donde la derivada es cero
nuevamente, ocurre que z1(t7) = —/f1, pero £1(t) # 0V ¢
e (0,1?) (verla Fig. 2).

Con las condiciones estipuladas se plantea el problema de
encontrar v, y vy, las cuales deben hacer a |z; (3 )| mdximo.
Esto conduce al sigutente problema extremal:

max

Yy (): U:Z(').

Br = |zi(ty)] —

Como z; (t) cs negativo, se debe optimizar:

min

vy (), vy()’ @)

1 (t?) e}

en el intervalo [0,¢7].

I.a solucién a tal problema existe, segin lo demuestra Fi-
llipov en la Ret. 10.
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3.1.1. Solucion al problema extremal, € = 0

Con ayuda del principio del maximo de Pontriaguin (ver
apéndice), el problema extremal (2) se transforma en el pro-
blema de contorno

T, = T2, z1(8]) = =1, z1(0) =1,
io = vy(t) —2exo—v(t)z1, z2(t)) =0, z2(0) = 0,
1 = 0] — s, 1 (t)) =0,

V2 = —nd 269, Yo (t7) = -1, (3)

en donde 17 ¥ 1, son las soluciones al sistema conjugado,
v{ y v9 son las perturbaciones optimales (ver apéndice); las
cuales se describen a continuacion.

0 — vy 81 Yoxy <0
! v_ si abemy > 0,
Y
’Ug _ v si Yoxy > 0
) 10211?1 S 0.

En el sistema (3) se desconocen t] y 31, con lo cual es im-
posible resolverlo. Asi que hacemos una transformacion de
coordenadas a un tiempo llamado de ‘“‘regreso” (ver Fig. 2)
T = t9 — t y sustituyendo las perturbaciones optimales en
los intervalos adecuados, (3) se transtforma en el problema de
Cauchy mds facilmente tratable:

) — 2ex] + v} (t)z; = v3;
21(0) = =B1, z1(0) =0 (4)

donde (/) significa derivada con respecto a 7. Para esta si-
tuacién y de acuerdo al comportamiento de ¥, y el que se
requiere para x,, por el principio del maximo de Pontriaguin
se encontré que v y v son

V] =
Vy, TE [T{),Tl]
Y
vg = —v, T € [0,%].

Si € = 0, la Ec. (4) es m4s sencilla algebraicamente, y
tisicamente modela un sistema de menor complejidad. Con
esta restriccion y realizando algunas operaciones algebraicas
elementales se encontraron las siguientes férmulas para 7y y
7, en el tiempo de regreso 7:

1

To = ———= arccos — —%w_’ conv — G- #0, (5)
1 VBv_ug —2

Tl = —= arcsin “"ﬁlv ot 'ﬁlv+y -+ T0 . (6)

NG

VB v_vy — 261y + 12

P ~

FIGURA 3. Comportamiento de la solucién con sus respectivas am-
plitudes en cada tiempo to. n =1,2,3, . ...

Utilizando los tiempos anteriores y tomando en cuenta
que z1(m ) = 1 (Fig. 2), se llega a la ecuacién cuadrética:

v = (v +v4)?, (7)

Biv_vy — 2B1v4v
al resolver (7) tenemos finalmente la expresion para 3, :

U /U2 420 +v_v
By = v Ly (8)

(V3

Para el problema original se tiene que 3 = |1
puede apreciar en la Fig. 2.

Analizando (8) se concluye que el valorde 8; > 1, lo
que garantiza el objetivo deseado, la amplitud es mayor que
en un tiempo inmediato anterior y ademas €s maxima.

Con la misma restriccion (¢ = 0), y realizando la trans-
formacion

a0 = (- gy
, ﬂn—l
en donde [3,, es la amplitud ( en valor absoluto) en el tiempo
0y 2(ton) = 0,n = 1,2,3,..., por un proceso analogo
se obtienen en el tiempo 7, los tiempos y las amplitudes en
férmulas recurrentes:

, COMO SC

n=2!314}"'?

1 %
TOn = arcCos ; 701 =— 70, gy = 'Tll,
/U— vV — Bpv_
1 - V (ﬁrzzv— B 24871”)’”4-
Tin = arcsin : —— <+ Ton,
Vv U+ vV (B2v_ — 208, v vy + V2
2 =10 o+ |mal, n=23,4,...,
Y
vV \/n‘f-/'2 + 2;871_1!/11_ -+ Bﬁ_lv_v.l.
/B'n. — o y
V-
Go = 1.

Lo anterior lo esquematizamos en la Fig. 3.

Con lo explicado termina la demostracion en su etapa de
construccion para el caso € = 0, a continuacién se resuelve
el mismo problema pero con € # 0.
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3.1.2. Solucidn del problema extremal, € # 0

Si e # 0, el proceso de la construccion es anédlogo al ya des-
crito, aunque los cdlculos para los tiempos 79 71 y la amplitud
31 se complican.

Resolviendo 1a Ec. (4) se tiene una expresion para z1 (1),
ésta se iguala a cero para obtener la ecuacion trascendental
con incognita 7g :

€ ve 70

in{w_ = 0. 9
— sin(w_ 7o) I (9)

cos{w_Tp)

Se sabe que una ecuacién trascendental no se puede re-
solver por métodos directos para la incégnita, y no podemos
obtener una solucién concreta; es por ésto que su solucion
se encuentra en forma aproximada utilizando la condicion de
que € < 1, lo que describimos a continuacion.

La Ec. (9) es equivalente a

€ ve =70
cos(w_To + arctan —) = : (10)
W_ v — B1v_

Como el problema es despejar 79 y ademas se necesita
que este valor sea el primer tiempo positivo en el cual z1(7)
es cero, aplicamos la funcién inversa del coseno en (10), re-
sultando

£ ve 70

arccos
W (z/ — BLv_

w_Tg + arctan ) =0. (11)

Aproximando linealmente el miembro izquierdo de la
igualdad (11) en términos de ¢ y con 79 fijo, utilizando la
funcién g(e) enmarcada por el miembro izquierdo de (11) y
desarrollando la férmula de Taylor para ésta aprovechando
que ¢ < 1, despejamos ¢l valor de 1p:

\/ﬁf@i — 2/61 vVu__
\/ﬁ'ffui — 2B1vv% —ev

70

{

U E

X (a,rccosy_-ﬁ-w_ \/E) . (12)

Se observa que si en la expresion (12) sustituimos € = 0,
1o coincide con el encontrado en la demostracion anterior.

Utilizando (12) calculamos la expresion para 7, se
efectdan algunos calculos algebraicos elementales y denotan-
do o = [ef"(v — Byv_)]/[w-]sin(w_To), se tiene

1 . Wy X
arcsin + 7o
W4 V2 + 2eva + vya?

0

T1 —

COll

0 1 .
T/ = —— arcsin

Wy &Y
W V14 2evatvia )

Si sustituimos £ = O en ésta ultima expresion, también 71 se
reduce al encontrado con anterioridad.

Utilizando el hecho de que x,{(m;) = 1 por el mismo
planteamiento del problema, para (3; llegamos a la ecuacién
trascendental:

0

0
£€T1

ETy

ve (vya+ev)e

0 - 0
o cos(wyTy ) o sin{w4.77 )
~ _1=0. (13)
V-

La Ec. (13) contiene a 31, puesto que o y 7¢ la contienen.
Tomemos la funcién de dos variables

F(e, ) = eE Ty cos(wi 77 )

0
ETq U

* 0
1. (14
T sin{w4.7y ) o (14)

(’U.g_(}f + Eu)e

Calculando las derivadas parciales de o y 7{ con respecto a
81 vy sustituyéndolas en la respectiva derivada parcial de F/,
ademds de hacer 8; = Y cuando ¢ = 0, se tiene

OF (0, 37)

_ (BRv_ —v) L3y2 + vy ([i?v_ — 21/)]
& [(89)2v_vy — 2B89vvy + 2]/
# 0. (15)

La desigualdad en (14) es cierta, puesto que se cumple
v — Bi1v_ # 0 parae = 0 como se observa en (5); y si el se-
gundo factor del denominador en el segundo miembro de (14)
fuera nulo, contradiria a (7) para cuando € = 0.

Asi, por el teorema de la funcion implicita [11],

B1 = h{e)

y como 0F (e, 31)/0¢ es continua en un entorno del punto
(0, BY), por estar compuesta de sumas, restas, productos y
cocientes de funciones continuas, por el mismo teorema de la
funcién implicita se tiene finalmente

1 i — F.(0, 8Y)
~ —(v 4+ /2 4+vv_ +viv_ AN
51 o ( \/ + ) F81 (0’ 510)

Con lo anteriormente descrito terminamos la construc-
cion de la solucién al problema extremal, ademas en el desa-
rrollo de los cdlculos cuando obtenemos los tiempos y las am-
plitudes, conjuntamente se va construyendo la solucién z (+)
del problema extremal.

£.

3.2. Coincidencia

Veamos ahora la coincidencia entre la solucion al problema
extremal z1 () construida en la Sec. 3.1 y la resonancia prin-
cipal generalizada. Sea y; (f) la resonancia principal genera-
lizada para el sistema (1) con las mismas condiciones inicia-
les, pero supongamos que ésta no coincide con la solucion
encontrada. Esto es; se cumple que |z1(¢;)| < |y1(¢:)|, pa-
ra al menos un 7. El tiempo ¢ = 1 no puede suceder, pués
se contradirian el planteamiento del problema extremal y la
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definicién. Luego |yi(f1)] = Bi1 = |z1(t;)] = Bi. Sin
pérdida de generalidad se puede suponer 1 = 2, esto es;
By = |z1(t.)] < Jya(t2)] = B2, entonces se puede plante-
ar para el intervalo [t?,t9], el problema extremal

0 max
P 4,09,000

y el problema extremal para y;

~ INax
ly1(25))] — v (), vq ()

De acuerdo a 3.1, la solucién a estos problemas extrema-
les daran

v /02 + 2Bwvv- + Blo-vy

B2 =
v_
y
v /2 +2Bvu + BRu_vs
bp= ————— (16)

Como 3; = (1 claramente se tendra 52 = I, contradi-
ciendo la suposicién de que 32 < f2. Luego z;(t) coincide
con 1 (t) en los puntos extremos de los intervalos. Entonces
por el teorema de existencia y unicidad para soluciones de
ecuaciones diferenciales, ambas soluciones coinciden en ¢l
intervalo.

Hasta aqui se tiene la demostracion del teorema. A conti-
nuacion se describen las particularidades del mismo.

4. Casos particulares
4.1. Resonancia general

Los resultados que se obtuvieron coinciden con algunos
clasicos tales como la resonancia general, en el sentido de
que la sucesiéon de amplitudes para la solucidn, crece como
una sucesion aritmética y la diferencia entre dos tiempos cen-
tiguos cuando ¢ tiende a infinito, tiende a un periodo 1gual a
m//v. Ademds se tiene que el quasi-periodo de la solucién
) (t) es igual al quasi-periodo de la perturbacién v3. (Ver la
Fig. 4).

Si se sustituye a v, (t) = cte. = v en la férmula para 3,
encontradaen 3.1.1, se tiene las amplitudes:

Qv

ﬁn — .__..n_|_)60’
v

con Gg =1
que efectivamente forman una sucesion aritmeética.

4.2. Resonancia paramétrica

De forma andloga como el caso anterior, se encontro para la
resonancia paramétrica una sucesion de las amplitudes como
una sucesidon geométrica

1
(9 U
ﬂnzﬁn-—lﬁf';t: (\/f) ,8[]; con ,(3[}3—‘—“1

> 1

AI | r >

FIGURA 4. Relacién de quasi-periodos entre la solucién zi(t)
(primera grafica) con las perturbaciones optimales v3 () (segunda
grifica) y v3 (t) (tercera grifica). El orden de las gréficas es descen-
dente.

Esta dltima igualdad coincide con la obtenida por Mat-
hieu parala ecuacién que Ileva su nombre. Otra similitud con
la mencionada ecuacién es que el quasi-periodo de la pertur-
bacién v{ y el quasi-periodo de la solucién x4 (-) del sistema,
estan en relacion dos a uno [4], como 1o muestra la Fig. 4.

Para encontrar las amplitudes en la resonancia pa-
ramétrica se sustituyeron las condiciones e = 0, v,(t) =0y
vy (t) # 0 en la misma férmula mencionada para la resonan-
cia general.

Apéndice
Procesos controlables optimales

Se supondrd a las ecuaciones que describen el movimiento de
un objeto controlable como las siguientes:

g = f(y,u)

donde y es un vector columna n-dimensional dc coordena-
das que describe el movimiento del objeto; v es un vector s-
dimensional de control, f(y,u) es una funcién vectorial dos
veces continuamente diferenciable respecto de sus coordena-
das. Los controles #, (: = 1,2,3,...) pueden tener disiin-
ta naturaleza fisica. Se considerard que estos controies pue-
den ser cualesquiera funciones vectoriales continuas a trozos,
éstas cn cada instante de tiempo toman Sus valores en un con-
junto convexo y cerrado {2, del espacio real s-dimensional

u() e U ={u:ut) e QC E,}.

Supongamos que esta dado el trio { y°(-), u®(-), 1y}, don-

de y°(1) es el movimiento deseado y u°(¢) es el control que

_produce este movimiento. Al trio mencionado le tlamaremos
proceso controlable optimal.
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Muchas veces el movimiento deseado del objeto no se
describe en forma explicita, sino que consiste en la solucion
de un problema extremal. Veamos como plantear el proble-
ma.

Sea una variedad suave M en el espacio de coordenadas
Y1,...,Yn. Eltiempo ¢, — ¢, se define como el tiempo ne-
cesario para arribar a esta variedad. Supongamos que existen
controles u(t) € Qg C Q, que llevan al objeto hasta la va-
riedad M y que existe entre ellos un control optimal ug(¢)
que minimiza el correspondiente criterio de calidad del mo-
vimiento g = u(t):

min
u € Uy

[.a manera mas apropiada para resolver este problema es
el:

poly°(t;)] — donde Uy = {u : u(t) € Qp}.

Teorema (principio del maximo de L.S. Pontriaguin)
Sea {y°(-);u%();t?} un proceso controlable opti-

mal. Entonces existe un par {1(-), Ag} no nulos si-.

multdneamente (A\g = 0 = (t) # 0) tales que:

)
H(t) = H[p(t),y°(8),u” (1))

para los valores de t € [t,,t]], donde u®(t - 0) =
u?(t + 0).

2) ¥ (t) es solucién del sistema conjugado y satisfa-
ce la condicion de que el vector:

T
H(£9) + {/\oa%(g;(t?))}

es ortogonal a la variedad M en el punto y2(¢?).

3) H(t) = 0Vte (t,,1t]).

En el teorema, ¢(¢) es solucién del sistema con-
jugado:

. i 240 T
b = — 3f(yo(‘;1; 1(%)) o

y H es la funcién de Pontriaguin, la cual se ob-
tiene de la forma;:

H =91 fly,u),u € Q.

A H se le llama Hamiltoniano.
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