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En el siguiente escrito se da una revisién a la representacién y comportamiento de autématas celulares unidimensionales reversibles por medio
de permutaciones en bloque. Hacemos un anlisis detallado del comportamiento de dichas permutaciones para obtener su caracterizacion.
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1. Introduccién

Los autématas celulares unidimensionales son sistemas dis-
cretos cuyo comportamiento local es muy sencillo, pero éste
puede generar un comportamiento global muy interesante.
Dentro de estos sistemas un tipo especial son los llamados
reversibles, denominados asi ya que pueden regresar a etapas
anteriores que el sistema habia producido.

Los autématas celulares unidimensionales se han utili-
zado como un medio para estudiar y simular diversos siste-
mas fisicos [1, 2], entre los cuales podemos encontrar mode-
los de sistemas granulares, estudios de mecénica estadistica
en densidad de poblaciones, modelos de reaccién difusidn,
dindmica de fluidos o flujo de trifico entre muchos otros.

Los autématas celulares reversibles han sido utilizados
como herramientas para el estudio de cifrado de datos [2, 3],
conservacion de informacién [3], conservacién de energfa [1]
y simulacién de procesos termodindmicos [2] entre otras apli-
caciones.

En un trabajo anterior [4] se explicé el funcionamiento
de un autémata celular unidimensional reversible utilizando
permutaciones en bloque. Este escrito es una continuacién
de este tema, utilizando un punto de vista inverso. Es decir,
dado un conjunto de permutaciones en bloque, expondremos
cudles son las caracteristicas que deben cumplir dichas per-
mutaciones para poder representar a un autémata celular uni-
dimensional reversible.

La Sec. 2 presenta los conceptos basicos que se mane-
jan en autématas celulares unidimensionales reversibles. La
Sec. 3 muestra que todo autémata celular unidimensional
puede representarse por otro con tamafio de vecindad igual
a 2, por lo que caracterizar las permutaciones para este caso
es hacerlo para todo tipo de autémata celular unidimensional
reversible. La Sec. 4 explica brevemente el funcionamiento

de un autémata celular unidimensional reversible por medio
de permutaciones en bloque. La Sec. 5 presenta las propie-
dades que deben cumplir un conjunto de permutaciones en
bloque para representar a un autémata celular unidimensio-
nal reversible. La Sec. 6 expone dos casos de estudio para
ejemplificar la construccién de estas permutaciones con las
propiedades dadas anteriormente. Por 1ltimo, la Sec. 7 da las
conclusiones de este trabajo.

2. Conceptos basicos

En principio describamos brevemente el funcionamiento de
un autémata celular unidimensional reversible y sus carac-
teristicas bdsicas.

2.1. Autémata celular unidimensional

Un aut6mata celular unidimensional es un sistema dinamico
discreto formado por tres elementos principales:

e Un conjunto de estados K de cardinalidad k.
o Un radio de vecindad .
¢ Una regla de evolucién ¢.

El funcionamiento del autémata consiste en tener un arre-
glo de celdas o células, en la cual cada célula toma un estado
de K. Este primer arreglo se le conoce como configuracion
inicial. La dindmica del sistema consiste en lo siguiente: se
toma cada célula individual y sus r células a ambos lados pa-
ra formar una secuencia o vecindad de tamaiio 2r + 1. A cada
una de estas vecindades se le aplica una regla de evolucién de
la siguiente manera:

¢: Kt 3 K, )]
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FIGURA 1. Evolucién de una vecindad de tamafio 3 a una célula.

es decir, la regla de evolucién es una funcién que mapea cada
vecindad a un elemento de K. En otras palabras, la vecindad
evoluciona en este nuevo estado. Se sigue este proceso con
todas las células en el arreglo y obtenemos un nuevo arreglo
o configuracion (ver Fig. 1).

Asi tenemos que el mapeo global que se da entre con-
figuraciones se debe al mapeo local hecho de vecindades a
estados inducido por la regla de evolucién. Un autémata ce-
lular unidimensional se denotard por la pareja (k, r), es decir,
por su nimero de estados y su radio de vecindad.

Una configuracién es ancestra de otra si la primera evo-
luciona en la segunda al aplicar la regla de evolucién a cada
una de sus vecindades.

Ya que la regla de evolucién mapea vecindades a estados,
los tamafios de estas vecindades deben tomar valores discre-
tos, esto se da solamente sir =i 6r = i/2 parai € Z. Por
convencién, el nuevo estado producto del mapeo se coloca en
la siguiente configuracién en la parte central de la vecindad
ancestra. Asi tenemos que el minimo tamaiio de vecindad que
se puede manejares 2 6 que 7 = 1/2.

2.2. Autématas celulares unidimensionales reversibles

En realidad no podemos hablar de reversibilidad en un auté-
mata celular unidimensional, ya que la regla de evolucién
mapea elementos del conjunto K27+ a elementos de K. Es
decir, parar > 0 el dominio del mapeo es siempre mas gran-
de que el contradominio, lo que impide que dicho mapeo sea
biyectivo y por lo tanto reversible.

Al hablar de reversibilidad en este &mbito lo haremos refi-
riéndonos al mapeo que existe entre configuraciones globales
en la evolucién del autémata. Si este mapeo es biyectivo el
autémata se dird que es reversible, lo interesante es que este
mapeo global es producto del mapeo local establecido por la
regla de evolucién.

En el trabajo de Richardson [5] se demuestra que si un
automata es reversible, dada su regla de evolucién existe otra
regla inversa a la original con la cual poder regresar en la
evolucién global del autémata. En otras palabras, podemos
volver a generar la configuracién ancestra de la actual y repe-
tir este proceso de manera indefinida, como se muestra en la
Fig. 2.

Dado que la reversibilidad en el mapeo global se debe a la
regla de evolucidn, para caracterizar a los autématas celula-
res unidimensionales reversibles se estudian las propiedades
locales que inducen dichas reglas.
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FIGURA 2. Autémata celular unidimensional reversible en donde
ambas reglas invertibles tienen tamaiio de vecindad igual a 3.
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FIGURA 3. Multiplicidad uniforme de ancestros de una secuencia
8 € K" en un autémata cclular unidimensional reversible.
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2.3. Propiedades de un autémata celular unidimensional
reversible

Gracias al trabajo de G.A. Hedlund [6] tenemos una amplia
descripcién combinatoria de las propiedades locales que tie-
ne la regla de evolucién en un autémata celular reversible
destacando en especial dos conceptos fundamentales:

o Multiplicidad uniforme. Sea K* el conjunto de secuen-
cias finitas de estados. En un autémata reversible se
tiene para toda s € K™ que el niimero de ancestros de
cada s es igual a k2" o al nimero de nodos en el diagra-
ma de de Bruijn [7, 8]. Asi, cada secuencia de estados
tiene el mismo niimero de ancestros que los demds (ver
Fig. 3).

o Indices de Welch. Los indices de Welch L,M y R
cuantifican las distintas regiones que existen en los an-
cestros de cada s € K*.

L: Cuantifica el mdximo nimero de extensiones de
una secuencia de estados a la izquierda tal que la
evolucién de la secuencia y sus extensiones sea la
misma.

R: Cuantifica el méximo niimero de extensiones de
una secuencia de estados a la derecha tal que la
evolucién de la secuencia y sus extensiones sea
la misma.

M Representa el minimo niimero de secuencias de
estados que junto con sus extensiones izquierdas
y derechas evolucionen en la misma cadena.

De este modo tenemos que si un autémata es reversible,
toda secuencia s € K™ tiene el mismo nimero de ancestros
que los demds cumpliendo con la multiplicidad uniforme. Es-
te niimero de ancestros es igual a k*". Ademds, para ny > 2
yn > ng, cadas € K™ cumple que sus indices L y R son
tales que LR = k*". Esto indica que en los ancestros de cada
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FIGURA 4. Indices de Welch de una secuencia s € K™ en un aut6-
mata celular unidimensional reversible.

L comienzos

secuencia s

secuencia s el valor del indice M es 1, existiendo una for-
ma Unica en que cada s regresa hacia atrds en la evolucién
del autémata. Con esto se especifica una regla inversa a la
original (ver Fig. 4).

3. Autématas celulares unidimensionales con
r=1/2

Antes de entrar en materia con los autématas celulares unidi-
mensionales reversibles, revisaremos los autématas con radio

1327‘—1)’ (321'* ce

¢ ((so, .
En otras palabras, la nueva regla serd el producto de apli-
car repetidamente la regla original sobre dos secuencias que

representan nuevos estados. Al final, como producto de apli-
car la regla original obtendremos una nueva secuencia de 2r

)347‘—1)) = (¢(50= e
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de vecindad r = 1/2, ya que con éstos podemos representar
a todo autémata celular unidimensional de cualquier radio de
vecindad como se muestra en los trabajos de J. Kari [9] y de
T. Boykett [10].

Supongamos que tenemos un autémata celular (k,7) cu-
yo tamaiio de vecindad es 2r + 1. Para reducir este tamafio
a 2, aumentaremos el nimero de estados, de este modo, un
autémata (k?7,1/2), se puede utilizar para representar a la
misma evolucién. Esto es, tomaremos del autémata general
todas las posibles secuencias de tamaifio 2r o lo que es lo
mismo, todos los posibles nodos de de Bruijn [7, 8].

Sabemos que originalmente, para todo estado ¢ € K, so-
bre una secuencia de estados s € K271 lareglade evolucién
original tiene el siguiente comportamiento:

o(sg, - - -

y esta regla se aplica a cada célula en la configuraci6n, ahora,
para dicha configuracién agrupemos sus células en secuen-
cias de tamafio 2r. Se obtendrdn a lo més tantas secuencias
distintas como k27, que serdn nuestros nuevos estados. Para
cada uno de estos nuevos elementos, la nueva regla de evolu-
cién funcionaré de la siguiente manera:

’521’) — €, (2)

3

15200, 8051+ 3 8ar41 )y o s BSarorse 5 S4r1) )

Tomemos ahora todas las posibles secuencias de tama-
flo 2r y renombremos éstas para obtener un nuevo conjunto
de estados

elementos, es decir, un nodo de de Bruijn o una secuencia Secuencia Estado nuevo
dentro del conjunto de nuevos estados. ” o
Veamos cémo funciona esto en un autémata (2,1) re- -
gla111 01 - 1
00 01 10 11 10 - 2
0|1 1 11 - 3
01 1 1 . .
00 1 Tomemos ahora todas las posibles secuencias de 4r ele-
11 1 0 mentos y veamos su evolucién al aplicar la regla original
. ) ) . 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111
Una evolucién de dicho autémata aplicando la regla de
. S e . 11 11 11 11 10 11 | 11 10
evolucién a una configuracién inicial seria:
1000 | 1001 | 1010 | 1011 { 1100 { 1101 { 1110 | 1111
Configuracién Inicial - 001011101101 01 01 11 11 10 11 01 00
Evolucién — 011110111111 Hagamos la agrupacion de cada una de estas secuencias
] en bloques de tamaiio 2r, lo que producir4 lo siguiente:
[00]oo] | [ooJo1] | [00]10] | [oo]11] | [o1]oo] | [o1]ot] | [ot]10] | [o1]11]
f10Joo] | [10]10] | [1o]10] | [iofut] | [11]oo] | [anJor] | [ni]ro] | [1n]1n]

Rev. Mex. Fis. 47 (3) (2001) 219-230



222 J.C. SECK TUOH MORA

Si sustituimos cada bloque por el estado nuevo asignado
anteriormente obtendremos:

loJo {o] t]i[o]2}i{o]3 {1 o\t t]i[1[2]{[1]3]

[

La nuevaregla (
mata original es

=
=
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]
=
=]
]
=
]
]
]
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]
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[]
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, 1/2) que simula la evolucién del auté-

=

N = O

Tomemos ahora la configuracidn inicial que utilizamos al
principio, agrupemos sus elementos en secuencias de tama-
fio k*" = 2. Sustituyendo por los estados nuevos cada se-
cuencia, apliquemos la regla (4,1/2) y a la evolucién obteni-
da, regresemos cada estado por su secuencia original.

D E e
0

3 3 1 3 3 2
Evolucién— IE] EIl E E

De esta manera, reordenando las secuencias de 2 elemen-
tos tenemos el funcionamiento original del autémata

0 010 1 1 1 01 1 01
111101 1 1 11 10
l
(V] 0 1 1 01 1 0 1
011110111111

4. Permutaciones en bloque

Veamos brevemente cdmo se puede caracterizar el funciona-
miento de un autémata reversible. Para una referencia mucho
mds detallada se puede consultar la Ref. 4.

4.1. Funcionamiento de las permutaciones en bloque

En el trabajo de J. Kari [11] se explica el funcionamiento de
los autématas celulares unidimensionales reversibles por me-
dio de permutaciones en bloque y un corrimiento.

Sea un autémata celular reversible (k, 7) con una regla de
evolucién ¢, y una regla inversa ¢! en donde ambas reglas
tienen el mismo valor de r (ver Fig. 5). Primero definamos
los siguientes dos conjuntos:

R,: El conjunto formado por todos los bloques de tama-
fio 2r y las terminaciones derechas también de tama-
fio 2r de los ancestros de cada bloque.

Elemento de Ry
] Cr | | Csml(—-—Ancestro
I co l Iczm]< Bloque
Elemento de L¢
l Cur ] [ o1 ]< Ancestro
I Co I lczn](— Bloque

FIGURA 5. Forma de los elementos de R, y L.

Ly: El conjunto formado por todos los bloques de tama-
fio 2 y las terminaciones izquierdas también de tama-
fio 2r de los ancestros de cada bloque.

Podemos ver que cada uno de estos elementos tiene una
longitud de 3r células. De esta forma, para cada cadena del
conjunto K7, al aplicarle la regla de evolucién, podemos de-
finir dos mapeos:

fr, 5 Rys€ Ko, (4)
fu, s Lys € K (5)

dependiendo de la evolucién que tenga cada cadena le co-
rresponderd un elemento, tanto en el conjunto R, como en el
conjunto L ; por lo tanto, podemos definir una funcién mas
general f, (Fig. 6) como sigue:

f¢:s_)[fL¢(s))fR¢(s)]7 SEKGT' (6)

Dado que el autémata es reversible, los ancestros de una
cadena sélo difieren en los extremos, que es justamente lo que
la funcién fy obtiene. Haciendo uso de los indices de Welch,
tenemos que

|R4| = RE?, )
|Ly| = LE*". (8)

Sabemos también que RL = k2", en el caso en que am-
bos indices son iguales, tenemos que R = L = k", por lo
tanto |R,| = |L | = k3. Podemos hacer una biyeccién entre
los conjuntos L, y Ry, y el conjunto K37, a éstas las deno-
minamos by y b, , respectivamente. Con estas construccio-
nes, podemos entonces representar el comportamiento de un
autémata reversible con el diagrama mostrado en la Fig. 7.

El comportamiento del autémata se puede comprender
por medio de dos permutaciones en bloque, una para la regla
de evolucidn original (p,) y otra para la regla inversa (p,).
Entonces el funcionamiento reversible se modela de la si-
guiente manera:

e Se parte una configuracién en bloques de tamatio 67.

o Cada bloque se permuta utilizando p,, que es aplicar la
funcién f, y las biyecciones b; y by.

Rev. Mex. Fis. 47 (3) (2001) 219-230
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FIGURA 6. Mapeo de una secuencia de 67 células a elementos de L, y H,.
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Car-1/Ca; o °9r-1l <« Evoluciétn
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FIGURA 7. Funcionamiento de un autémata reversible por medio de permutaciones en bloque.

o Se hace un corrimiento de magnitud 3r en la nueva se-
cuencia generada.

" e Se parte esta secuencia en bloques de tamafio 6r.
o Sobre estos bloque se aplica p, en sentido inverso, apli-
cando primero las biyecciones b; y by y después f 61

en sentido inverso.

De estas permutaciones en bloque observamos propieda-
des importantes:

. L¢ = R¢_1.
. Rcb = L¢_1.
e Elindice L en ¢ es igual al indice R en ¢~ 1.

e Elindice R en ¢ es igual al indice L en ¢~ 1.

4.2. Aplicando el proceso a todo tipo de autématas
reversibles

El proceso anterior explica convenientemente el funciona-
miento de un autémata reversible cuando los indices L y R
tienen el mismo valor. Sin embargo, esto no siempre ocurre,
la condicién de reversibilidad indica que LR = k", pero es-
to no establece que siempre ambos indices deban ser iguales.
Por ejemplo, si k?” es un niimero primo, entonces uno de los
indices debe ser 1 y el otro debe ser también k>”.

Tenemos que el procedimiento anterior, en donde ambos
indices son iguales, establece biyecciones entres los conjun-
tos Ry y Ly con el conjunto K3, pero si los indices son
distintos entre si, estas biyecciones ya no son posibles.

Una forma sencilla de solventar esto es la siguiente [4];

sabemos que |R,| = Rk* y que |L,| = Lk?". Podemos de-
finir dos conjuntos, X = {z,,0<i< Lk*"}yY = {y,,0<
i < Rk?"}, con estos conjuntos podemos redefinir las biyec-

Rev. Mex. Fis. 47 (3) (2001) 219-230
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P,
|co cs¢.1]csr «— Ancestro
: f¢ i
o [~ Jeud % I
' lcr I [c3r-1ICSr! lcsml :
in on}
| | | |
Ay b A
]C«tr [ |Csr-1|Csr I ICsml
Car . Chr.q lcn } |°9r-1l
f¢-1
°3r-1[¢33r COM] < Evolucion
L p2 '

FIGURA 8. Uso de los conjuntos X y Y en las permutaciones en bloque.

ciones b; y by como sigue:
by : Ly = X, )
bp:Ry =Y. (10)

Ahora ya podemos aplicar el mismo proceso, pero utili-
zando la redefinicion de estas biyecciones, como se muestra
en la Fig. 8.

El proceso ahora lo que realizard es que cada bloque de
células de tamafio 6r se permutard por una secuencia de la
forma z,;y;. En la nueva configuracién se hace el corrimien-
to de un elemento equivalente a un corrimiento de magni-
tud 3r, y sobre cada secuencia de la forma YTy, s€ hace otra
permutacién a un bloque de células de tamaiio 6r. La nueva
configuracién asi producida estard recorrida con respecto a
la anterior en 3r lugares, obteniendo el comportamiento re-
versible del autémata. Si este proceso se realiza en el sentido
inverso, dado que la regla de evolucién original como la in-
versa tiene el mismo valor de r, el tamafio de los bloques y el
corrimiento es el mismo.

Hay que sefialar que las permutaciones p; y p, son sélo
una forma de etiquetar bloques de tamaiio 67 en la configura-
cién, por lo que esta simple modificacién en el proceso sigue
conservando el espiritu del funcionamiento de un autémata
reversible como permutaciones en bloque.

5. Forma de las permutaciones en bloque

Hemos visto que para un autdmata reversible en donde ¢
y ¢~! tengan el mismo valor de r, el comportamiento se
puede representar por medio de dos permutaciones en bloque

y un corrimiento. Hemos generalizado también este proceso
para cualquier valor de los indices de Welch utilizando los
conjuntos X y Y. Una pregunta inmediata es de qué forma
deben ser estas permutaciones para que cumplan con el pro-
ceso descrito.

Analizaremos en detalle el caso en donde r = 1/2, yaque
los demds casos se pueden llevar a éste como hemos visto en
la Sec. 2.

5.1. Propiedades basicas de las permutaciones

El proceso indica que debemos hacer permutaciones desde el
conjunto K7, para el caso r = 1/2 el conjunto es K3 Para
este mismo valor de r tenemos que |L 4| = Lk?*" = Lk y que
|R,| = Rk*" = Rk.

Primero comprendamos el funcionamiento del autémata
reversible con r = 1/2, basta una secuencia de 2 células para
que en sus ancestros se fije una dnica célula central con la
cual regresar en la evolucidn. Esta tnica célula central tiene
asociadas L células izquierdas y R células derechas, sin to-
mar en cuenta esta célula, la parte izquierda de esta construc-
ci6n es un elemento de L y la parte derecha es un elemento
de R, (ver Fig. 9).

Por supuesto, en las células sucesoras toda combinacién
es posible, es decir, no puede faltar ninguna vecindad en la
regla inversa ¢~ . De esta construccién podemos notar que
cada célula sucesora tiene asociadas L células izquierdas an-
cestras y R células derechas ancestras.

Para cada elemento del conjunto L, la parte sucesora
estd relacionada con todos los posibles estados del autémata,
lo que hace un total de k posibilidades. Como cada una de
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L]

Elementos [ L células >
de L $

FIGURA 9. Estructura de un autémata reversible conr = 1/2.

Elemento de L¢, {

é’;?% k células

FIGURA 10. Extensiones derechas de un elemento de L.

a; ac Gy

C[ 87-
FIGURA 11. Construccién bésica para el andlisis de autématas ce-
lulares unidimensionales reversibles.

estas células tiene R células ancestras derechas, cada elemen-
to de L, tiene Rk posibles extensiones derechas, es decir, a
todo el conjunto R,. Esto nos lleva a las dos primeras pro-
piedades que cumplen estas permutaciones (ver Fig. 10).

Propiedad 1. Para 0 < i < Lk, cada x; € X tiene asociado
a todos los elementos de Y.

Como cada elemento de X tiene el mismo niimero de aso-
ciaciones, esto implica la siguiente propiedad:

Propiedad 2. Para 0 < i < Lk ypara0 < j < Rk, cada
z; € X aparece el mismo niimero de veces que el resto de
los elementos de X en el conjunto de secuencias de la forma
z;y; para ¢. Lo mismo ocurre en el conjunto de secuencias
y;x; para ¢~ . Esto es andlogo para cada y; € Y.

Para las siguientes propiedades, tomemos la construccién
en la Fig. 11 como referencia.

Esta construccion representa tres células ancestras,
@)a.a,, y su evolucién al aplicar la regla ¢; e,e,.. Estas le-
tras deben ser entendidas como las posiciones especificas de
cada célula en la construccién y no deben confundirse con
estados del conjunto K.

Supongamos que las células a,a, se encuentran en dos
elementos fijos del conjunto K. Entonces, estas células espe-
cifican un unico estado en ¢, por lo que el bloque a,e; es un
elemento de L ;. Esto nos lleva a la siguiente propiedad:

Propiedad 3. Sea 0 < ¢ < Lky0 < j < Rk, si las células
a,a. toman dos valores fijos de K, entonces a la secuencia
completa a,a.a,. le corresponde un inico elemento x; € X
sin importar que valores tome la célula a... Del mismo modo,
si la misma secuencia a,a.a,. toma dos valores fijos de K en
a.a,, entonces le corresponde un tnico elemento y; € Y sin
importar que valores toma la célula a,.

En la posicién a, pueden estar todos los posibles estados
de K, esto indica que cada estado debe tener L células a la

Elementos

R células
} de R¢

izquierda para formar a un mismo estado y R células a la de-
recha para el mismo caso. Esto se generaliza para cada estado
sin importar en que posicion se encuentre en las células an-
cestras de la construccién utilizada. La observacién anterior
produce la siguiente propiedad:

Propiedad 4. Para todo bloque a,e, € L, deben existir R
posibles estados en la posicién a, tal que con el estado en a;
formen el mismo estado en e,. Para todo bloque a.e, € R,
deben existir L posibles estados en la posicién a,. tal que con
el estado en a,. formen el mismo estado en e...

Usemos nuevamente nuestra construccion. Sabemos que
para generar un estado particular en ¢, la célula a, tiene L
posibilidades en a; y para generar un estado especificoen e,
a,. tiene R posibilidadesen a,.

Tomando los L distintos bloques a,¢e, que s6lo varian en
la posicién a; cuando a, se mantiene fijo en un estado, tene-
mos que en todos estos bloques las células a,.e, se extienden
de la misma forma. Si ordenamos de manera descendente las
secuencias a;a.a,, variando el estado de a, desde O a k — 1,
tenemos que los L distintos bloques a,e, compartirén el mis-
mo orden de aparici6n de las extensiones derechas en a,.e,.

En este caso, sabemos que a, tiene R extensiones para
generar un estado en particular en e,.. Dado que el total de
extensiones posibles de a, es k, entonces el total de estados
que puede tomar e, es k/R = L. Asf, si a, permanece en un
estado fijo, los L bloques en a,e, comparten el mismo orden
en las extensiones a la derecha en a,e,. Con esto e, toma
L posibles valores, y para cada uno de estos, a, tiene R po-
sibilidades. Entonces, los L elementos de L, comparten las
mismas LR = k extensiones derechas en el mismo orden
para a. fija.

Ahora bien, por la propiedad anterior, R estados en a,
son posibles de colocar junto a los L bloques a,e, para for-
mar el mismo elemento en e;. Si para cada estado en a, exis-
ten LI? extensiones derechas compartidas, tenemos en total
RLR extensiones derechas a los L bloques a,e, compartien-
do el mismo orden. Pero como RLR = Rk, esto quiere decir
que cada uno de los bloques a,¢, tiene Rk extensiones dere-
chas compartidas con los demds bloques. En otras palabras,
cada uno estos L elementos de L, estd conectado con todos
los elementos de R, o que nos lleva a esta propiedad:

Propiedad 5. Para las células a,a a,, el conjunto X se agru-
pa en k particiones de L elementos cada una, en donde los
elementos de cada particidn comparten el mismo orden de
concatenacion con todos los elementos de Y si las secuencias
a,a.a, se ordenan de manera descendente variando primero
los estados de a, 'y después los de a,..
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FIGURA 12. Parte central tinica en los ancestros de ere;.

ay ar
€l €y
@ (b)

FIGURA 13. Bloques de (a) L, y (b) R.

Por dltimo, tenemos que cada estado en e, tiene L esta-
dos posibles en la posicién a;; a este conjunto de L estados
llamémoslo A,. También cada estado en e, tiene R estados
posibles en la posicién a,, a este conjunto de R estados de-
nominémoslo A,.. Dado que el valor de 7 = 1/2 es el mismo
para ¢ como para ¢~1, entonces la secuencia e,.e, forma una
vecindad de ¢!, la cual genera un tinico estado en a, como
se muestra en la Fig. 12.

Para un estado en e,. existe un conjunto A, en donde cada

elemento de éste puede estar en la célula a,. Ademds, paraun
estado en e, existe un conjunto A; en donde cada elemento es
un posible estado de a.. Lo anterior nos lleva a la siguiente
propiedad:
Propiedad 6. Para 0 < i < k; sea el conjunto L¢ dividido
en k particiones de L elementos, en donde los elementos de
cada particién sélo concuerdan en la posicién e; que pue-
de tomar cualquier valor i. Asf los L estados posibles en a,
forman el conjunto A, . Sea el conjunto R dividido en k
particiones de R elemem‘os, en donde los elementos de cada
particién sélo concuerdan en la posicion e,. que puede tomar
cualquier valor i. Los R estados posibles en a, forman el
conjunto A, ; entonces:

|4, N4, |=1. (11)

5.2. Obteniendo la regla inversa ¢! de las
permutaciones p,

Hasta ahora hemos visto las propiedades que deben cumplir
las permutaciones p, en un autémata reversible. Veamos en-
tonces como se puede obtener ¢~} de una permutacién p,
dada. Usemos como referencia los bloques correspondientes
tanto a L, como a R 5, mostrados en la Fig. 13.

Para la regla i mversa ¢!, el papel de estas posiciones se
intercambia, es decir, en los bloques de L lo que era la parte
izquierda del ancestro ahora es la evolucién derecha, y lo que
era la parte de la evoluci6n izquierda pasa a ser la parte de-
recha del ancestro. En los bloques de R ;, 1a posicion corres-

a Gac ar

Ti Yj

€l €r

FIGURA 14, Especificaci6n de la permutacién p; .

pondiente a la parte derecha del ancestro ahora actia como
evolucidn izquierda y lo que era evolucion derecha actuard
como parte izquierda del ancestro; esto nos lleva a

1 -1
Ly| - | R, Ry |- | L,
a | > | er a, | = | e
e | 2| ar e, | = | a

Entonces, podemos hacer particiones en el conjunto L,
en donde los elementos de cada partici6én coincidan en la po-
sicién a;. Del mismo modo hagamos la particién del conjun-
to Rd:’ de modo que los elementos de cada particién coinci-
dan en la posicién a,. Tendremos en ambos casos k particio-
nes, pues en estas posiciones se encuentran todos los elemen-
tos de K. Sea 0 < © < k, cada particién i en Ly tendrd L
elementos distintos en la posicién e, puesto que son al mis-
mo tiempo las posiciones a. en Ry, sabiendo que el indice
de Welch derecho de ¢~ es igual a L. De cada particién i
tomemos los elementos ¢; y formemos el conjunto E, ; de
manera anéloga, cada partncx()n ien R, tendrd R elementos
distintos en e,. que a su vez es a;, tomemos estos y formemos
el conjunto Er.— para cada particion.

Con estas particiones podemos entonces formar a ¢~ 1.
Para0 < i < k, en la regla inversa cada estado ¢ tendrd R es-
tados izquierdos ancestros especificados en £, y L estados
derechos ancestros especificados en E, . Entonces la conca-
tenacién de todos los elementos del conjunto E,. con todos
los elementos del conjunto E, nos daré todas las vecindades
ancestras del estado ¢.

5.3. Relacién entre la permutacién p, y
la permutacién p,

Como es de suponer existe una fuerte relacién entre ambas
permutaciones, ya que estin compuestas por los mismos con-
juntos L, y R, pero jugando un distinto rol en ambos casos.
Mientras que para ¢ los bloques se forman por la concate-
nacién XY, en ¢! la concatenacién es Y X. Ademds, en
el primer caso L, representa extremos izquierdos y en el se-
gundo forman extremos derechos, cuestiéon que es andloga
para R

Parar = 1/2, a cada bloque de 67 = 3 células le corres-
ponde dos permutaciones, dependiendo de su evolucién. Asi,
para0 <1 < Lky 0 < j < Rk, p, se especifica de acuerdo
a la construccién mostrada en la Fig. 14. Endonde aj¢; € L,
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Y; x4

FIGURA 15. Especificacién de la permutaci6n p,.

y a.e, € R;. Ahora bien, p, funciona de acuerdo a la con-
truccién mostrada en la Fig. 15, donde e,a, € L,., = Ry
yea € Ry, = L. Es decir, las permutaciones p; y p,
varian dependiendo del papel que jueguen las posiciones
a,a.ee,, ya sea como parte de los ancestros 0 como evo-
lucién.

5.4. Proliferacion de permutaciones

Cada aut6mata reversible tendrd sus conjuntos L, y R par-
ticulares y estos lo harén tnico del resto. La forma en que se
definan las biyecciones b, y by son las que nos ofrecen dis-
tintas permutaciones para un mismo autémata. Por ejemplo,
tomemos un caso (2k) con indicesde Welch L =1y R = 2.

Regla Original: C Regla Inversa: A
01 01
0/0 O 010 1
1{1 1 1/0 1

Los elementosde L, y R son los siguientes:
{

A

=5 Bl B By

P

Hagamos ahora la siguiente asignacién de las biyecciones
by ybg:

~

=5 B B
1

1
s

1
&

{
o

-

Con esto, las permutaciones p; y p, son las siguientes:

Secuencia D1 P2
000 ToYo YoZo
001 ToY2 Yo
010 ZoY Y2Zo
011 Toys | Y21
100 Z1Yo Y1%o
101 T Y2 Ty
110 1Y Y3Zo
111 Z1Y3 YaZy

Tomando una configuracién aleatoria, una evolucidn serd de
la siguiente forma:

011001
011001

Y aplicando las permutaciones tenemos:

[ 001 ]
B!

[ 011
[ Zo:Ys3
[¥3: %o [ ¥2,%0 ]
CTro oo

Loy Yo

Ahora bien, hagamos una nueva asignacién entre L, y X
- xl
LQ; :

Esto nos lleva a las siguientes permutaciones p, y p,:

Secuencia p1 P2
000 T1Yo Yo
001 Z1Y2 YoTo
010 i Y2,
011 Z1Y3 Y2%o
100 ToYo | Y1y
101 ZoY2 Y1Zo
110 Lol Y3,
111 ToYs YsZo

Volviendo aplicar estas permutaciones sobre la misma
configuracién, obtenemos

(011 [ o001 ]
b !

'zhys T 2,92

[ ¥3,Z, | Y2y Ty ]

[ 110 J 010 ]

Se ha llegado a obtener el mismo resultado que con las
permutaciones anteriores. En sintesis, obtendremos tantas
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permutaciones repetidas como asignaciones distintas poda-
mos hacer de b; y bg. Dado que [X| = Lk y |Y| = Rk,
tenemos tantas asignaciones posibles para b; como (Lk)!y
tantas para bg como (Rk)!. Entonces para dos conjuntos L,
y R, dados, tendremos tantas asignaciones distintas a XY’
y Y X como [(Lk)! * (Rk)].

6. Casos de estudio

Con las propiedades anteriores se desarrollé6 un programa
que hace la computacién de autématas celulares reversibles
formando las permutaciones en bloque. Este programa esta
inspirado en el sistema NXLCAU desarrollado por el Dr.
H.V. McIntosh para el estudio de autématas celulares unidi-
mensionales [12]. El programa corre en los sistemas operati-

vos OpenStep y MacOSX los cuales permiten hacer célculo
numérico intensivo de forma accesible y confiable. A conti-
nuacién presentamos dos ejemplos de su funcionamiento.

6.1. Caso (4,1/2),L=1,R=4

Para este caso se obtuvo el siguiente autémata:

Regla Original: FFAA5500| |Regla Inversa: E4AE4AE4EAE4
01 2 3 01 2 3
0|0 0 0 O 010 1 2 3
1111 11 1{0 1 2 3
2|12 2 2 2 2101 2 3
313 3 3 3 3|01 2 3

con las siguientes permutaciones:

Cadena | p, P2 Cadena | p, j28 Cadena | p, P2 Cadena | p, P2
000 | zoyo | Yoo 100 | =90 | yso 200 | z2yo | Ys%o 300 | z3yo | yrxo
001 ToYa | YoTi 101 T1Yq4 | Y5 201 TaYa | Y1 301 Z3ys | Y121
002 ToyYs | UoT: 102 T)Ys | YsT2 202 ZT2Ys | YsZ2 302 ZT3Ys | Yr%2
003 | zov12 | Yo3 103 | ziyi2 | ys®a 203 | zay12 | YeZ3 303 | zay12 | yoza
010 ToYs | YaTo 110 L1Ys | Y1%o 210 Z2Ys | Y10%o 310 Z3Ys | Y11%o
011 Toy1 | Ya1 m iy | i 211 T2y | Y10%1 311 Z3y1 | Yyne
012 ToYe | Yal2 112 1Yo | T2 212 T2Yo | Y1072 312 T3Ys | Y1122
013 | Toy13 | YaT3 113 | zyy13 | hh2a 213 | 213 | Y1023 313 | z3yis | ynxs
020 ToYs | YsTo 120 T1Ys | Yoo 220 Ta¥Ye | Y2%o 320 T3Ys | YisTo
021 | zoy10 | YsTa 121 | z1y10 | YT 221 | om0 | Y2Iu 321 | z3y10 | Y1571
022 Toyz | YsT2 122 Z1y2 | YoI2 222 Tayz | Y2Z2 322 T3Y2 | Y1522
023 | zoy14a | YsZs 123 | 71914 | Yo 223 | zaY14 | Y223 323 | zay14 | Ya5%a
030 ToYr | Y12%0 130 T1yr | Y13%o 230 Za2yr | Y14%0 330 Z3y7 | YaZo
031 ToY11 | Y1221 131 T1Yyn | Y3l 231 T2Yn | Y14T1 331 T3y | YT
032 | Toyrs | Y1222 132 | zyy15 | Y1322 232 | oY1 | Y1422 332 | z3y1s | yax2
033 ToyYs | Y12Z3 133 T1Y3 | Y133 233 ZTa2Y3 | Y1423 333 T3ys | YaZ3

Para reducir la forma en que escribiremos estas permu-
taciones observemos lo siguiente. En cada una de las posi-
ciones a,a. aparecerdn los k posibles estados, teniendo en
total k2 instancias distintas. Cada instancia posible se repi-
te k veces antes de pasar a la siguiente. Para las posicio-
nes a.a,, las k? instancias aparecen en forma continua y esta
sucesién se repite k veces. Entonces, para las dos permuta-
ciones apuntemos solo una vez la z; correspondiente a cada
instancia a;a., y hagamos lo mismo para las y; de cada ins-
tancia a,a,.

LiStaXP : {03070v07 1; 1) 1, 1>2: 2a 2:2&3, 3:3» 3}

1

Listay :{0,4,8,12,5,1,9,13,6,10,2,14,7,11,15,3}
Py

Listayp :{0,4,8,12,5,1,9,13,6,10,2,14,7,11, 15, 3}

Listay :{0,1,2,3,0,1,2,3,0,1,2,3,0,1,2,3}
P2

Con esto, para obtener la permutacién p, de la tabla ori-
ginal tomemos el primer elemento de la lista de Xp1 y re-

pitdmoslo k veces, haciendo el mismo proceso para el resto
de la lista. Despues, otra vez desde el inicio de la tabla, pon-
gamos la lista sz corrida y repitamos esto k veces. Para ob-
tener la permutacion p, se hace el proceso andlogo utilizando
primero }pz y después X Py

Tomemos una configuracién aleatoria y veamos cémo
evoluciona

012330220131101
012330220131101

Ahora, agrupemos esta configuracién y apliquemos las
permutaciones en bloque con el corrimiento:
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(o012 ]330 [ 220 ] 131 [ 101 ]
! ! ! ! :

[Z0: Yo [T3:¥7[T2>Ys [T15 ¥11]T1> Y4

(Y9, T3]Y7: T2 [Ys> T3 [¥11> Z1] V4> To |

1
(123 1302 [ 201 ] 311 [ 010 |

Hemos obtenido la misma evolucién que aplicando la re-
gla de evolucién ¢, con un corrimiento de 3r = 3/2 posicio-
nes.

6.2. Caso (4,1/2),L=2,R =2

Para este caso tenemos los siguientes ejemplos:

Regla Original: EEEE1414| [Regla Inversa: FSAOASFO
01 2 3 01 2 3
0({0 1 1 O 0/0 0 3 3
110 11 0 111 1 2 2
212 3 2 3 20 0 2 2
312 3 2 3 3j1 1 3 3

Las permutaciones son las siguientes:
Listamxp1 :{0,5,5,0,4,1,1,4,2,7,2,7,6,3,6, 3}
List-aypl :{0,1,5,4,0,1,5,4,6,7,2,3,6,7,2, 3}
ListayP2 :{0,0,4,4,1,1,5,5,6,6,2,2,7,7. 3,3}

Listay :{0,5,6,3,4,1,2,7,0,5,2,7,4,1,6,3}
P2
Tomando la misma configuracién aleatoria usada anterior-
mente, veamos su evolucién

0123302201311¢01
113321221031010

Apliquemos el proceso a esta configuracion:

(012 1330 [ 220 [ 131 ] 101 |
} ' i 1 !

[Z5,Ys [T3, Y6 [ T2, Y6 [ T4, Y7 | T4, W1

[Ys, T3 [Ys, T2 [ U6, Ta Y7, Ta [ Y1, %5 |

(133 [ 212 1210 [ 310 ] 101 |

7. Conclusiones

Hemos visto que para explicar el comportamiento reversible
de un autémata celular unidimensional podemos decir que la
regla de evolucidn trabaja de la forma en que lo hicieran dos
permutaciones en bloque en las configuraciones.

Estas permutaciones para ser vélidas deben guardar un
orden muy estricto. Su comportamiento est4 principalmente
influenciado por los indices de Welch, como se muestra en
las siguientes caracteristicas:

e Secuencias de células de tamaiio 67 similares tendran
permutaciones muy parecidas.

o El valor de la cardinalidad de los conjuntos X y Y.

e La forma en que los elementos de X y Y se concate-
nan.

Al entender cémo funcionan estas permutaciones para el
caso de autdmatas con r = 1/2 lo estamos haciendo para to-
dos los casos. Esto es ya que con el primero se pueden simu-
lar los demas si no de forma elegante si de manera efectiva.

La relacidn entre las permutaciones p, y p, es muy suitil e
inmediata. El determinar p; automdticamente determina tam-
bién p, y viceversa, ya que se construyen de los mismos blo-
quesen L, y R,. Aqui solo varia el papel en que los ele-
mentos de cada bloque funcionan; si como ancestros 0 como
evolucidn. Pero atin podemos ir més alla; la asignacién del
conjunto X a las distintas secuencias determina a su vez la
asignacién del conjunto Y. Para establecer la relacién entre
las secuencias y el conjunto X debemos ver el estado de las
células a;a. y e;; es decir, como minimo tenemos ya una ve-
cindad completa y su evolucién. Esto determina a ¢ comple-
tamente, lo que nos indica la forma en que debemos posicio-
nar al conjunto Y con respecto a las secuencias.

Cada autémata reversible tiene conjuntos propios L,
y R, que a su vez se pueden renombrar de {(Lk)! * (RE)!]
maneras por las biyecciones b; y bg. Con esto obtenemos un
nimero muy grande de permutaciones distintas que especifi-
can el mismo autémata reversible.
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