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Propiedades de difraccion en campo lejano de rejillas intercaladas de Ronchi
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Se revisan las propiedades de difraccion de Fraunhofer para algunas variantes de rcjillas de Ronchi intercaladas. Los casos considerados
incluyen rejillas intercaladas de diferente ancho en sus bandas, muestreo claro y rcjillas de fase. Se muestra que los principales efectos en
los 6rdenes de difraccién resultan ser su eventual supresion, la resta y suma de 6rdencs y su modulacién. Se encuentran las relaciones de los
espectros de las rejillas de fase con los correspondientes a las rcjillas de absorcién. El andlisis presentado y sus resultados se ilustran con el
uso de un paquete de matemdticas avanzadas. El resumen presentado puede tener alguna utilidad para el estudio y desarrollo de dispositivos
difractivos, asi como para otras aplicaciones quc empleen rejillas de Ronchi.

Descriptores: Rejillas de Ronchi; éptica de Fourier; procesamiento de imégenes

A review of the Fraunhofer diffraction properties belonging to some types of interlaced Ronchi rulings is presented. The scope includes
interlaced gratings with uneven bar-widths, clear raster and phase gratings. It is shown that the main effects are diffraction order supression,
subtraction and sum of orders, and modulation of diffraction orders. A simple relation between phase Ronchi rulings and absorption ones is
also derived. Illustration of the analysis and its results is donc by using a commercial package for advanced mathematics. This review can be

of some use for designers of diffractive components, as well as other applications where Ronchi rulings are employed.
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1. Introduccion

Las rejillas de Ronchi consisten en bandas paralelas alterna-
tivamente transparentes y opacas [1], y han tenido tradicional
importancia en la prueba de superficies dpticas [2]. Estas es-
tructuras periddicas binarias (u otras similares, tales como las
placas zonales) tienen aplicaciones también como elementos
difractivos en sistemas micro-6pticos [3]. Por otra parte, al-
gunas caracteristicas de difraccién en campo lejano de estas
rejillas son particularmente ilustrativas de diversas propieda-
des del formalismo de transformadas de Fourier, tales como
el teorema de convolucién o el teorema del muestreo [4], por
lo cual pueden resultar de interés con relacién a cursos intro-
ductorios de procesamiento de seiiales, de ptica de Fourier,
o de métodos matemdticos. Las propiedades de muestreo han
conducido ademds a ciertas aplicaciones para procesamien-
to de imdagenes, basadas en el intercalamiento de dos rejillas
de igual periodo, cada una muestreando una imagen diferen-
te [5]. Dentro de este contexto, surgen diferentes variantes de
interés practico determinadas por las relaciones entre periodo
y anchos de bandas claras u obscuras de la rejilla de Ronchi
usada para realizar el intercalamiento [6]. Como resultado
del intercalamiento, y dependiendo de la técnica particular
empleada para conseguirlo, existe también la posible apari-
cién de rejillas adicionales [7]. Todas estas variantes tienen
su influencia caracteristica en la ejecucién de la aplicacién
buscada.

En este trabajo se presenta un andlisis de Fourier y su
ilustraciéon numérica correspondiente, tratando de incluir los
efectos mas conocidos de difraccién en campo lejano propios
de rejillas de Ronchi, asf como en rejillas de Ronchi de igual

periodo intercaladas, pero caracterizadas por desiguales an-
chos en las bandas claras y las bandas obscuras. Aunque el
énfasis se presenta en rejillas de absorcién, el caso de las re-
jillas de fase (tanto sinusoidales como de Ronchi) también es
considerado.

2. Rejillas centradas
2.1. Parametros y definiciones

En laFig. 1 se grafica la transmitancia en amplitud como fun-
cién de la posicién de rejillas intercaladas. Por generalidad,
se consideran dos rejillas intercaladas de igual periodo z, y
con anchos en sus bandas de transmitancias unitarias dados
por a,, y b,, respectivamente (Fig. 1). El espacio entre dos
barras adyacentes de transmisién estd dado por c,,, donde
2¢, =z, — (a, +b,,). El caso de una rejilla centrada en el
origen de coordenadas, se obtiene cuando b,, = 0. El andlisis
puede realizarse en una dimensién (posicién z). De entre va-
rias alternativas posibles, se ha preferido a la representacion
en términos de funciones rect(x) para la transmitancia en am-
plitud O(z) de una rejilla de Ronchi, debido a la facilidad con
que puede transportarse esta notacion al c6digo correspon-
diente en los programas usados mds adelante. De esta forma,
la transmitancia en amplitud de una rejilla de Ronchi (caso
de absorcién) puede expresarse como

O(z) = rect(i) . i §(z - nz,), (1)

n=-—-o0

donde §(x) es la Delta de Dirac y * denota la convolucién.
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FiIGURA 1. Pardmetros descriptivos de dos rejillas de Ronchi de
periodo z,, mutuamente desplazadas medio periodo e intercaladas,

y con anchos a., y b, respectivamente. El espacio entre dos barras
de transmisién adyacentes es ¢y, €On 2¢w = T, — (@4 + by).

Usando las definiciones de transformada de Fourier O ()
dadas por

- / ~ dz O(z) e 2™ = 3{0(2)},

0@ = [ duOl) e = 37 {0},

de la Ec. (1) se obtiene, por el teorema de convolucién para

transformadas de Fourier, que el campo de amplitud de una
rejilla de Ronchi en la regién de difraccién de Fraunhofer es

S‘{rect( ) Z&(z—nm )}

a, S n
I—osenc(awu)n;mcs(;u - Z) , (2)

lo cual resulta un “peine” de Dirac modulado por una funcién
senc(a,,u). Representando ahora el muestreo de un objeto
O(x) realizado con una rejilla de Ronchi, su correspondiente
transformada es una convolucién en el plano de frecuencias
espaciales u (si el campo lejano se encontrara en el plano
focal de una lente delgada simple con distancia focal f, en-
tonces ¢ = u/Af, siendo u la coordenada del plano focal y
X la longitud de onda de la radiacién iluminante [8, 9]). Esta
convolucién estd dada por

8{0( )[rect( ) Z §(z - nz,) ]}:

—xﬂO( p) * {senc wu)nz_:oo (u——)}’ 3

entonces, el espectro del muestreo consta de réplicas del es-
pectro del objeto, O(u), cada una centrada en cada orden de
difraccién.
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FIGURA 2. Tres casos donde se cumple la Ec. (4) para rejillas
de Ronchi de igual frecuencia con 15 barras de transmisién uni-
taria; a) supresién de 6rdenes pares (excepto el orden cero) para
ay/z, = 1/2, b) supresién de 6rdenes miiltiplos enteros de cuatro
(anulados cada tres 16bulos de la envolvente) para a,, /z, = 3/4,
¢) supresion de muiltiplos enteros de cuatro (anulados cada l6bulo
de la envolvente) para a,,/z, = 1/4. Note las relaciones de fa-
se entre los 6rdenes de los dos dltimos casos. Las unidades de la
frecuencia son arbitrarias.

2.2. Supresion de 6rdenes de difraccion: rejillas de
absorcion

En la Ec. (2) se puede ver el efecto de la modulacién del
espectro del perfil de la rejilla. Cuando éste adquiera un valor
sobre la localizacién de una delta del “peine”, suprimird la
componente de difraccién correspondiente. El efecto se pre-
senta cuando se cumpla la condicién

— = (4)

siendo m y n nimeros enteros. Se habla entonces de los
6rdenes extraviados de orden mn. La misma condicién, des-
de luego, ocasiona la supresién de las réplicas de espectros
en la Ec. (3).

La Fig. 2 muestra la verificacién numérica de la Ec. (3)
implementada en un paquete comercial para célculo avanza-
do [10] tomando tres casos donde se cumple la Ec. (4). Como
puede verse en la columna izquierda de la Fig. 2, se ha con-
siderado un nimero finito de barras de rejillas de Ronchi (lo
cual es equivalente a tener O(x) = rect(z/A,,) enlaEc. (3),
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FIGURA 3. Rejillas sinusoidales de fase a frecuencia o constante; a) funciones de Bessel de primera clase de 6rdenes 0, 1 y 2 como
funcién de Ag; parte real (trazo continuo) e imaginaria (trazo segmentado) de la transmitancia para: b) A; = 0.294, ¢) A; = 0.382 y
d) A, = 0.419. Transformadas de Fourier correspondientes a los casos €) Jo(z) = Jy(z) con Ay = 0.294, f) Jo(x) = 0 con A, = 0.382

y g Ji(z) = J2(z) con A, = 0.419.

siendo 4, > a,,,b,, un ancho determinado de “ventana”).
Por ello, los correspondientes espectros de la columna dere-
cha de la Fig. 2 tienen funciones estrechas proporcionales a
senc(A4,,u) centradas en cada orden de difraccién y modu-
ladas por O(y). Estas propiedades permiten la obtencién de
conclusiones cuantitativas experimentales referentes a las re-
laciones entre anchos de rejillas de Ronchi reales observando
la presencia o ausencia de 6rdenes de difraccién. Un caso
usual es el de iguales anchos en bandas claras y obscuras,
del cual la evidencia experimental debe ser la ausencia de los
é6rdenes de difraccién pares (Fig. 2a).

2.3. Rejillas de fase: supresion y modulacion de 6rdenes
de difraccion

En la Fig. 3 se muestra el caso de las rejillas de fase, aunque,
por simplicidad, se ha tomado primero el caso de rejillas de
fase sinusoidales, esto es, rejillas tipificadas por una transmi-
tancia de la forma

O(I) — ei27rA,, sen(27raw),

(5)

con 2w A4 la amplitud en radianes de la rejilla y o su frecuen-
cia especial. La aparicién de un mayor nimero de arménicos
que los respectivos a su contraparte de absorcién es de las
primeras diferencias sefialadas {8, 9]. Puesto que el objeto es
periédico, su transformada de Fourier resulta ser la transfor-
mada de Fourier de una serie de Fourier, teniendo en este
caso como coeficientes a las funciones Jy,(...) de Bessel de
primera clase, de orden n. Esto proporciona la relacién

o0
S {eiQnAg sen(2m7w)} = Y J.(2mA,)é(u - no). (6)
n=-—00

La supresidn de 6rdenes se presenta entonces dependien-
do de A, cuando su valor anule el de J,(274,), como es el
caso para A, = 0.382 para n = 0 (Fig. 3f). Como se ve en
los casos donde A; = 0.294 y A, = 0.419 de las Figs. 3e
y 3g, pueden igualarse las alturas de algunos érdenes de di-
fraccion, eligiendo los valores apropiados de A, como ejem-
plos de control de modulacién espectral. En las Figs. 3b, 3c
y 3d se muestran las partes real (trazo continuo) e imagina-
ria (trazo segmentado) de la transmitancia para A, = 0.294,

A, =0382y A, = 0.419, respectivamente.
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3. Rejillas de Ronchi intercaladas

En el caso b # 0, se tienen dos rejillas intercaladas. Cuando
cada una de ellas realiza el muestreo de los objetos O (z)
y O,(z), respectivamente, el intercalamiento resultante se
describe por la superposicién de dos rejillas: una como en
la Ec. (3) sumada con una segunda similar, pero desplaza-
da por medio periodo, entonces su transformada de Fourier
resulta ser

30,0 re (2 ) + > o(a - na,)

T - z,
+0,(x) [rect(b:) 4;}_006 (m -5~ nza>} }
-1 5 {ausenc(a)0i (u-2)
T, n=—oo o T,

n 2\ _n
+(-1) bwsenc(bwzo)Oz(p %)} (7)

El factor alternante del segundo término en el segundo
miembro de la Ec. (7), resultante del teorema de des-
plazamiento, indica la alternancia de suma de réplicas de
espectros [0, (1) + O,(u)] y resta de réplicas de espectros
[0, (1) — Oy(1)] en los términos de difraccién [5). La su-
ma de espectros se corresponde con la suma de las imdgenes
[0, (z) + O, (z)] una vez cruzando un filtro espacial filtrando
alrededor del orden de difraccién en torno al cual se ha-
lien centradas, y habiendo tomado su transformada inversa
de Fourier. Similarmente, la resta de espectros corresponde
con la resta (o diferencia) de las imégenes, [0, (z) — O, (z)].
Para el caso en que O,(z) = 1, se tiene un “muestreo cla-
ro” de O, (z), dando lugar a inversiones de contraste en las
imégenes provenientes de los 6rdenes impares [4], constitu-
yendo asi una situacién particular de diferencias de imégenes.
El caso del muestreo claro surge experimentalmente tras em-
plear el negativo de un sélo muestreo realizado con una tinica
rejilla de Ronchi.

3.1. Casoa, # b, conc, =0

La Fig. 4 muestra dos rejillas de Ronchi de igual perfodo (con
O,(z) = O,(z) = 1. En la figura, no se ha considerado
“ventana” para la rejilla, por lo cual el espectro consta de
deltas de Dirac indicadas por lineas verticales, columna a la
derecha): la relacién entre anchos de bandas de transmitancia
unitaria cumple b,, = z, — a,, 0, equivalentemente ¢, = 0,
(columnade la izquierda). Puesto que los anchos son comple-
mentarios, el intercalamiento de rejillas deben proporcionar
una transmitancia unitaria constante, tal como se observa en
la Fig. 4c. Por tanto, la transformada de Fourier del interca-
lamiento se debe reducir a una delta de Dirac centrada en el
origen. Entonces, a pesar de que los érdenes de difraccién
tengan modulaciones o envolventes diferentes, los diferentes
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FIGURA 4. Rejillas intercaladas (caso a,, # b, con ¢, = 0):
a) rejilla centrada, b) rejilla desplazada, y ¢) superposicién de las
dos rejillas anteriores. Puesto que la superposicién resulta en una
transmitividad constante, los érdenes de difraccién de cada rejilla,
excepto el orden cero, deben anularse (las escalas verticales en los
espectros son diferentes).

del orden cero deben anularse. De la Ec. (7), la anulacién de
drdenes se da siemgpre que se cumpla la relacién (n # 0)

n
0=aysenc|a,—
zo

+(=1)"(z, — ay)senc ([zo —~ Gy ;) , 8

o

que se ha mostrado de otra manera anteriormente [7]. Este
efecto viene a ser sélo un resultado particular del principio
de Babinet [11].

Este caso se presenta experimentalmente al usar una reji-
11a de Ronchi de absorcidn para fabricar una rejilia reflectora
de Ronchi. Esto se puede realizar por contacto (como el fo-
togréfico) de aquélia sobre una sustrato transparente (vidrio,
por ejemplo) con depésito metalico y sensibilizado con “foto-
resist”. Cuando la rejilla empleada no tiene iguales anchos, se
fabrica asi una rejilla reflectora de anchos desiguales en sus
regiones transparentes y reflectoras {12]. Al transmitir una
imagen por las bandas transparentes [O;(z)] y reflejar otra
[O,(x)] por las bandas reflectoras, el muestreo intercalado
resulta ser del tipo analizado.
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FIGURA 5. Rejillas intercaladas (caso a,, = b, conc, > 0):
a) rejilla centrada, b) rejilla desplazada, y c) superposicién de las
dos rejillas anteriores. El espectro de la rejilla intercalada muestra
a una frecuencia de! doble de una sola componente.

3.2. Casoa, =b, conc, #0

La columna de la izquierda de la Fig. 5 muestra dos rejillas
de Ronchi de igual periodo (con O, (z) = O,(z) = 1) pa-
ra un caso en el cual la relacién entre anchos de bandas de
transmitancia unitaria sea a,, = b,,; pero con z,/2 > a,,
6 ¢,, > 0. Como en los anteriores casos, resulta una resta
entre los érdenes impares, mientras que una suma, entre los
pares. En este caso tltimo, puesto que la envolvente es igual
para ambas rejillas, resulta clara la anulacién de los 6rdenes
impares, dando origen al espectro de una rejilla de frecuencia
doble de la centrada.

El caso c,, > 0 se presenta experimentalmente al despla-
zar una rejilla de Ronchi de absorcién (con banda oscura més
ancha que la transparente) sobre un material fotosensible en-
tre dos exposiciones [13]. Trabajando con el negativo de la
imagen resultante, las zonas no expuestas resultan en ban-
das transparentes, formando una tercer rejilla con frecuencia
doble de la original. Debido a su desplazamiento, también
se alterna la fase de sus érdenes de difraccion, ocasionando
cambios de contraste en las imdgenes suma y resta en for-
ma correspondientemente alternada. Los cambios son, para
la suma, de reduccién de contraste (suma de fondo claro a la
imagen suma), mientras que para la resta, inversién de con-
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FIGURA 6. Rejillas intercaladas (caso a,, # b, con ¢, > 0):
a) rejilla centrada, b) rejilla desplazada, y c) superposicién de las
dos rejillas. Siendo las modulaciones espectrales independientes en
cada rejilla componente, la intercalada muestra un espectro sin eli-
minacién de 6rdencs de baja frecuencia. Se mucstra el caso en que
ay, < by,.

traste (resta de fondo claro en imagen resta). El efecto se pro-
puso como util para la codificacién en pseudocolor de dife-
rencias y sumas de imdgenes [13]. El caso ¢,, < 0 puede apa-
recer experimentalmente de modo semejante al caso opuesto,
pero usando una rejilla con banda clara mis ancha que la obs-
cura. Esto daria lugar a una tercer rejilla intercalada, portando
muestras de la suma de O, (z), O, () [6].

33. Casoa,, #b,conc,, #0

En la Fig. 6 se muestran dos rejillas de Ronchi de igual
periodo (con O, (z) = Oy(xz) = 1, sin “ventana” para la
rejilla, como en los dos casos previos). La relacién entre an-
chos de bandas de transmitancia unitaria cumple ahora, en
general, a,, # b, conc,, # 0 (columna de la izquierda). Los
anchos carecen de alguna relacién especifica entre si, por lo
cual, el intercalamiento de rejillas proporciona una transmi-
tancia unitaria de anchos alternantes, tal como se observa en
la Fig. 6¢c. Por tanto, la transformada de Fourier del interca-
lamiento es un caso intermedio entre los presentados en las
anteriores secciones.
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FIGURA 7. Rejillas de Ronchi de fase [segiin Ec. (9)]: a) rejilla
centrada, b) rejilla desplazada, y c) superposici6n de las dos rejillas
anteriores. En contraste con las rejillas sinusoidales de fase cuyas
partes real e imaginaria no son sinusoidales en general (Fig. 3), las
partes real e imaginaria de cada rejilla de Ronchi en fase resultan
ser rejillas de Ronchi también con diferentes contrastes (ver texto).
El espectro de la rejilla intercalada muestra sumas y restas como en
el caso de las rejillas de Ronchi de absorcion.

3.4. Caso de rejillas de fase

Se implement6 un programa similar a los anteriores, pero con
una expresién de rejilla de Ronchi de fase

oo

Of(z) — ei27rAg Z“=_wrect([:t—nxo]/aw)‘ )

obteniéndose los resultados de la Fig. 7 (Ag = 0.458), donde
se exhiben las partes real e imaginaria en la columna a la iz-
quierda, mientras que los espectros de Fourier, a la derecha.
Las relaciones de suma y resta alternadas surgen también en
este caso. El comportamiento exhibido en el ejemplo puede
analizarse mejor simplificando la Ec. (9) mediante el empleo
de la siguiente propiedad [14]:

e2m Al (O] = 1 4 (7249 — 1)u[f(z)], (10)

donde u[€] es la funcién de Heaviside (funci6n escalén uni-
tario [11]). Por ejemplo, tomando a la funcién

2nx ma
— cos —%
T

f(x) = cos , (1

o Io

se puede sustituir con ella a la sumatoria del exponente de
la Ec. (9), para luego aplicar la propiedad indicada en la
Ec. (10). Luego, retornando a la sumatoria, se puede obtener

que
rect (ﬂ) . (12)
a‘w

Descomponiéndo la Ec. (12) en sus partes real e imaginaria,
cada una se identifica como rejilla de Ronchi con amplitudes
y contrastes diferentes, por lo cual las propiedades discutidas
para rejillas de absorcién pueden aplicarse de manera directa.
En particular, es razén de la aparicién de las sumas y restas
en Ordenes de difraccién alternadamente (Fig. 7).

Se ha indicado en la literatura que las rejillas de fase (y
los muestreos de fase también) pueden obtenerse por refle-
xidn en rejillas de absorcién [4] entre otros procedimientos.

o0

0@) =1+ (4 =1) 3

n=-—0oo

4. Comentarios finales

Las propiedades de difraccién en campo lejano de rejillas
de Ronchi originan varios efectos que se manifiestan direc-
tamente en las rejillas intercaladas. Aunque las rejillas inter-
caladas pueden producirse para propdsitos especificos, tam-
bién pueden originarse por contingencia experimental. Las
propiedades discutidas pueden manifestarse quiz4 menos di-
rectamente en otro tipo de aplicaciones involucrando rejillas
de Ronchi; pero pueden tener consecuencias en el rendimien-
to de su aplicacién. Se han descrito los efectos més frecuen-
tes en rejillas de Ronchi y en rejillas intercaladas de Ron-
chi, haciendo especial referencia a los métodos tradicionales
fotogréficos para realizar las segundas. Es posible que esta
descripcién proporcione una pauta para analizar las varian-
tes surgidas mediante el empleo de otros procedimientos pa-
ra construir rejillas, tales como los de impresién controlada
por ordenador en medios no fotogréficos (pantalla de cris-
tal liquido, impresiones de alta resolucién). El andlisis de la
Sec. 3.4 propone una simplificacién muy conveniente para
el manejo de las rejillas de Ronchi de fase porque muestra su
descomposicién en dos rejillas de absorcién (descomposicion
que no ocurre con la rejilla sinusoidal de fase, por ejemplo),
y seguramente facilita un eventual analisis de las rejillas de
Ronchi mixtas.

Los efectos descritos en rejillas de absorcién se obser-
van con iluminacién policromética parcialmente coherente si
la relacion entre tamaiio de fuente y periodo de rejilla es el
apropiado, permitiendo aplicaciones tales como codificacién
de formas [15] o codificacién en pseudocolor (por ejemplo,
de niveles de gris [16] o de diferencias entre imdgenes mono-
cromaticas [13]), asi como operaciones de suma y resta con
imdgenes cromdticas {12]. En los programas realizados, se
usaron 1024 puntos como regla general y su implementacién
no presenté especiales problemas, asi como tampoco su na-
tural generalizacién a dos dimensiones (no mostrados). Los
listados de los programas usados para calcular las graficas
presentadas, pueden encontrarse en algtin sitio de la red [17].
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