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Resumen

Dada la aparente ausencia de una solucion explicita para la seleccion de portafolios 6ptimos con activos riesgosos
cuando el proceso generador de datos (PGD) de los rendimientos obedece a unarelacion lineal con multiples factores,
en esta nota se presenta una propuesta de solucion. Se muestra que bajo los supuestos de un modelo multifactorial
es posible recurrir alateoria clasica de optimizacion para determinar la combinacion 6ptima de activos para reducir
el riesgo de un portafolio y administrar su exposicion a la influencia de los factores causales de riesgo sistematico.
El método de optimizacion se basa en la derivacion de la frontera eficiente que se presenta en Merton (1972) y es
consistente con los modelos multifactoriales teéricos, como el APT de Ross (1976) u otros empiricos, siempre y
cuando supongan que el PGD obedece aunaestructuralineal multivariada. Se presentatambién un ejemplo pequefio
de la aplicacion de esta propuesta a laformacién de un portafolios que minimiza el riesgo bajo metas del nivel de su
exposicion a los factores de riesgo.

l. Introduccion

Dada la aparente ausencia en la literatura especializada de una solucion explicita, en el presente trabajo
presentamos la propuesta que hemos elaborado para determinar la combinacién éptima de un portafolio
de activos riesgosos expuestos a diferentes fuentes de riesgo no diversificable, es decir, el riesgo
sistematico tal como lo captura un modelo multifactorial. La historia de los modelos multifactoriales tiene
ya algunas décadas y es un intento de superar la problematica empirica del modelo CAPM de Sharpe
(1963, 1964), Lintner (1965) y Mossin (1966), cuya explicacion del riesgo sistematico considera
unicamente al riesgo del mercado como causal unica y la muy conocida beta determina el rendimiento
esperado del activo, siendo entonces el rendimiento de los activos resultado de la prima que debe recibir
dada su relacion con el factor que origina el riesgo sistematico, es decir, la volatilidad del activo respecto
de la volatilidad del mercado. Como es bien sabido, la consideracién anterior también esta presente en
la version beta-cero de Black (1972).
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En general, los modelos multifactoriales o multiindices se diferencian del CAPM, sea en su forma basica
o en la version de Black, por considerar que los rendimientos no obedecen solo a un factor de mercado,
sino que responden a la influencia de diversos factores econémicos o de grupo estructural (industria).
Entre los trabajos pioneros sobre el tema se encuentra indiscutiblemente la teoria de Ross (1976) y el
trabajo de Merton (1973) que dio lugar al ampliamente conocidolntertemporal Capital Asset Pricing Model
(ICAPM). Actualmente existe una diversidad de modelos que incluyen un conjunto de factores para
explicar el riesgo sistematico como efecto de la influencia simultanea de dichos factores aunque, quiza
desafortunadamente, la mayor parte de estos modelos es de caracter empirico y no siempre con un fuerte
fundamento tedrico.

Una pregunta interesante sobre la utilidad practica de un modelo multifactorial es el cuestionamiento
sobre como puede ser Util para que un inversionista o un administrador de inversiones tome decisiones
Optimas, particularmente si se considera como interés primordial reducir el riesgo y controlar los
efectos de los factores causales. En Sharpe (1970, 2000) se presenta la solucion para la seleccion de
portafolios 6ptimos cuando los rendimientos de los activos obedecen a un proceso generador de datos
que es lineal y contiene diversos factores de riesgo. La solucién de Sharpe optimiza el portafolio para
un inversionista adverso al riesgo cuya funcion de utilidad es cuadratica, consistente con la teoria de
media y varianza de Markowitz (1952, 1959) y Tobin (1958). Desafortunadamente esa funcién de
utilidad cuadratica cuenta con todas las caracteristicas no deseables del supuesto de creciente
aversion al riesgo, implicito en dicha funcién. La funcién de utilidad cuadratica implica que conforme
aumenta el nivel de riqueza del inversionista, éste se sentira menos atraido a invertir en activos
riesgosos.

Hasta el momento, en la revision de la bibliografia respectiva, no se ha encontrado una solucion explicita
semejante a la de Sharpe para optimizar un portafolio en funcion del riesgo en el caso en el que las
preferencias del inversionista estén descritas por unafuncion de utilidad que no sea la cuadratica o, mejor
aun, que sea libre de preferencias. Por lo anterior, con base en la solucion de Sharpe, hemos elaborado,
y se presenta en este articulo, una propuesta de solucion para un caso mas general considerando
unicamente que el inversionista prefiere menos riesgo sin establecer supuestos adicionales sobre la
forma particular de su funcion de utilidad.

Nosotros proponemos que se puede optimizar el portafolios para uninversionista cuyo interés fundamen-
tal es unicamente reducir el riesgo de su portafolio, dado un nivel de exposicién a la influencia de los
factores que explican su comportamiento, recurriendo simplemente a las técnicas derivadas de la teoria
clasica de la optimizacién, como lo demuestra Merton (1972) para el caso de la derivacion de la frontera
eficiente en el espacio de media y varianza. Asimismo, proponemos que se puede aplicar el método de
optimizacion clasica que se presenta en este trabajo al caso de que la distribucion probabilistica de los
rendimientos de los activos sea estable, gaussiana o de cualquier otro tipo que cumpla las condiciones
de estabilidad y que pueda ser descrita de manera suficiente por su media y su varianza.

Por otra parte, no asumimos compromisos con ninguna teoria de equilibrio del mercado de activos

financieros ni, por ende, sobre cual es el mejor modelo para la valoracién de dichos activos y como se
fijan sus precios. Es decir, no se propone que la Teoria de Ross (1976) u otra diferente sea valida, pero
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si el PGD puede explicarse mediante un proceso lineal multivariado es aplicable |la propuesta de que se
puede optimizar un portafolios para alguien adverso al riesgo al mismo tiempo que se controla la
exposicion del portafolio a los factores de riesgo sistematico recurriendo a una adaptacién de la técnica
mostrada por Merton (1972) paradeterminar la frontera eficiente de portafolios en el sentido de Markowitz.

En la seccion siguiente de este documento se presenta la estructura formal del modelo multifactorial de
caracter general objeto de la optimizacion. La seccion |l describe los detalles del proceso de optimizacion
mediante la adaptacion de la derivacién de Merton y en la seccién IV se ofrece un ejemplo numérico de
escala pequefia para mostrar la operacionalizacion del proceso de optimizacién. Por ultimo, en la seccion
V se presentan algunas consideraciones de caracter general.

Il. Modelo de factores miuiltiples

Supoéngase que para todo momento en el tiempo los rendimientos de los activos con riesgo (acciones,

por ejemplo) obedecen al PGD determinado por la influencia de diversos factores con la siguiente
estructura lineal:’

Ri= aj+byFs+bpFy +...+bjm Fpy + €, (1)
Vi=12,..,n

donde:
Ri = rendimiento del activo J,
a; = rendimiento esperado del activo i, no correlacionado con los factores de riesgo,
bim = sensibilidad del activo j a la realizacion del factor m,
Fm = realizacion del factor m,
i = rendimiento aleatorio del activo i, no correlacionado con los factores de riesgo.

Por definicion se tiene que:
) Var(e,)=c, i=12,.,n

ei”

ii)Var(F,) = G;m , m=12,.. m.

Por los supuestos del modelo se tiene también que:
iii) E(e;) =0, Vi,
iv) Ele,(F, — E(F,))]=0, Vi,Vm.

" Cabe aclarar aqui que el supuesto de linealidad de la funcion facilita enormemente la obtencion de una solucion exacta, a diferencia de las
funciones no lineales que no siempre tienen una solucién exacta sino que requieren de la aplicacion de métodos numéricos para obtener
soluciones aproximadas. Sin embargo, el supuesto de linealidad se refiere Unicamente a los parametros de la funcién y, por lo tanto, siempre
y cuando se pueda preservar la linealidad de los parametros, varias funciones no lineales se pueden resolver de manera semejante aunque
las variables independientes no sean necesariamente lineales, si se pueden convertir en lineales mediante alguna transformacién monoétona.
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Si los rendimientos de los activos se relacionan Unica y exclusivamente por los m factores de riesgo, es
decir, si estos factores son Unicamente, y no otros, los que producen el movimiento conjunto en los
precios de los activos, y de ahi en sus rendimientos, tanto el rendimiento esperado independiente,a, como
el rendimiento aleatorio, e, también independiente, son ambos rendimientos Unicos para cada activo y
entonces el rendimiento aleatorio corresponde al riesgo también unico (no sistematico) de cada activo
siendo independientes entre si entre cada empresa, por lo que se puede plantear como hipotesis:

V) E(el.,ej) =0,Vi,Vj,i#].

Adicionalmente, si el modelo se restringe a que los m factores de riesgo no estén correlacionados entre
si,? se puede agregar también la hipotesis:

vi) E[(F, — E(F,))(F, - E(F))]= 0, Yk, V1, k = 1.

Entonces, debido a jij), al tomar los valores esperados de ambos miembros de (1) se tiene que el
rendimiento esperado del activo i es:

E(Ri) =a;+ bi1E(F1) + bio E(Fz) +...+bim E(Fm), (2)

es decir, el rendimiento esperado para el inversionista es funcion del rendimiento autbnomo?® y los
rendimientos que debe obtener dado el nivel de exposicion del activo a las fuentes causales de riesgo.

La varianza de los rendimientos del activo i, por i), ii), iv), y vi), se reduce a:

72 272 22 2 2 72
Ri Zb‘l Fl1 Hbi2 F2 H"'Hbim Fm H i (3)

1

Por su parte la covarianza entre los rendimientos de los activos iy j, en virtud de iv), v) y vi), resulta ser:

6; =byb, 0 +byb 0%, +-+b, b, Cr 4)

im~ jm

2 Si bien es cierto que este supuesto no parece del todo plausible, por ejemplo, cuando los factores son de caracter macroeconémico puede
suponerse muy razonablemente que exista un alto grado de correlacion entre ellos, es también muy cierto que dicho supuesto no representa
mayor problema desde el punto de vista practico, pues existen métodos relativamente simples para obtener factores no correlacionados.
Para los detalles técnicos puede consultarse a Elton y Gruber (1995) y Sharpe (1970, 2000).

3 En ausencia de la influencia de los factores de riesgo, este componente puede interpretarse como la tasa libre de riesgo.
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Ahora bien, puesto que para un portafolio el rendimiento esperado, E(Rp), esta dado por:

E(R,)=> wER),

donde w, = proporcion del portafolio invertida en el activo i, bajo la estructura lineal multifactorial se tiene
que

ER,) = wla, +b, E(F,)+++b,, E(F,)]
i=1

n n n (5)
=Y wa, + Y wh E(F)+--+Y wb, E(F,);
i=1 i=1 i=l

es decir, el rendimiento esperado del portafolios es un promedio de los rendimientos auténomos de los
activos mas los rendimientos promedio atribuibles a la influencia de los factores dadas las exposiciones
de los activos a dichos factores. Estos promedios son ponderados y los pesos de ponderacion estan
dados por la proporcion del portafolio invertida en cada uno de los activos.

Para el caso general multifactorial, estén o no correlacionados los factores, la varianza del portafolios esta
dada por:

Gi = ZZBPkBPleI + Z Wz‘zﬁi‘ , (6)
= i=1

k=1 I=1
donde:

B, = z w;b, = beta del portafoliorespectodel factork,

i=1
B, = Z w,b, = beta del portafoliorespectodel factorl,
i=1

G, =covarianza delos factoresk yl

o’ = varianza de los errores del activoi que pueden obtenerse de una regresion.

Si se supone que prevalece v), tenemos como resultado que:

B, B,c, =0, Yk=+Il, (7)
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y, como puede apreciarse, el numero de términos contenidos en la doble sumatoria del primer término
del miembro derecho de (6) se reduce considerablemente pues se eliminan las covarianzas entre los
factores y permanecen sélo las varianzas de cada factor, lo que resulta sumamente ventajoso para
efectos de calculo.*

Una vez que se ha formalizado la estructura general de un modelo multifactorial y se han enunciado los
principales resultados de los supuestos que se han postulado, procederemos a presentar en la seccion
siguiente el procedimiento para optimizar el portafolios dada la influencia de diversos factores de riesgo.

lll. Proceso de optimizaciéon

Suponiendo que existenn activos riesgosos, entre los cuales se puede seleccionar y que los rendimientos
de estos activos obedecen a un proceso como el que se describid en la seccion previa, el problema de
seleccion del portafolio cuando se desea formar el portafolio de minimo riesgo al mismo tiempo que se
controlan los niveles de exposicion de los activos a los diversos factores de riesgo se puede plantear
como:

1 1 m._m n
e PIILICEIED R ST
w i=l1

k=1 I=1

sujeta a:

*
BPI :Bm»

- B*

Pm >

B

Pm

n

Zwl. =1

i=1

Las primeras m restricciones corresponden a los niveles deseados de exposicion del portafolio a los m
factores de riesgo y la ultima restriccion corresponde a la restriccion presupuestal que implica distribuir
totalmente el presupuesto de invertir entre los n activos riesgosos.

Como es bien sabido, este problema cuadratico con restricciones lineales (expresadas en términos de
las variables de decisidon segun (6)), puede resolverse mediante el método de multiplicadores de
Lagrange, por lo que la funcién objetivo, (8), se convierte en:

4 Esta es una de las ventajas de contar con factores no correlacionados (ortogonales). La otra es que la ortogonalidad garantiza que ningn
factor es una combinacion lineal de otros y que, por tanto, al no existir tal asociacion lineal o multicolinealidad, se pueden obtener estimaciones
no sesgadas y consistentes de los parametros mediante los métodos tradicionales, como el de regresién minimo cuadratica.
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n 1-2% 8 i og [+ (85 - Bp1) (5; Jorh- 4)
min L=-— Z_ ;BPkBPleI + ;Wi Goi [+M\Bpy —=Bpy )+ + Xy \Bpy — Bpp, +y1—§wl- (9)
W,Xl ,7\.2 Y 2 k=ll=1 i=1 i=1

que para proporcionar un valor 6ptimo (minimo) de la funcién tiene como condiciones de primer orden

(c.p.0.):®
8L:6L:'“8L :8_L:O (10
ow, O\, Oh, Oy

1

Al derivar parcialmente y ordenando adecuadamente se obtiene:

s_vi: Wl(blzlclz +"'+b12m(551 + Gil)+"'+ Wn(bllbnlo-f + "'+b1mbnm072n)_7"1b11 - =A,b,,—7=0
|

aaTLZ M}l(bl]bnlcl2 +'”+blmbnmcfn)+.”+Wn(b51612 ++b5m6fn +65}1)_}\‘1bnl _"._xmbnm _y = 0
oL .

5_7\q =-—wbh —wb, —--=w,b, + By =0

oL .

m M)lblm WZme -t Wnbnm + BPm = 0

a—Lz—wl—wz—---—wn+1:0

o Q)

que permite formar un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas sonw, i=1,2,...,n,A_,m=1,2,....M,
y Y, que, por lo tanto, puede resolverse por cualquiera de los métodos estandar que se han disefiado para

tal efecto.

IV. Ejemplo numérico

Supongase que soélo dos factores, con varianzas de .37 y .89 respectivamente, determinan el rendimiento

5 Debido a que la varianza es un numero siempre positivo, las ¢.p.o. son condiciones necesarias y suficientes para garantizar que se tiene
un minimo al resolver el problema de optimizacion.
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de los activos y que se desea formar un portafolio con tres acciones cuyas sensibilidades al factor 1 se
han determinado como .95, 1.2 y .7, en tanto que su sensibilidad al factor dos es de 1.4, .75 y .65.
Supongase también que se han estimado las varianzas de los rendimientos aleatorios (por ejemplo, la
varianza de la suma de cuadrados de los errores en una regresion) y que ellas son .15, .11 y .12,
respectivamente. Por ultimo, considérese que se desea un portafolios con sensibilidad unitaria al factor
1y cuya sensibilidad al factor 2 sea de .85.

Para determinar la distribucién de la inversion en este portafolio que tenga el minimo riesgo posible
(medido por la varianza del portafolio) y que satisfaga las metas en cuanto a los niveles de exposicion,
bastaria simplemente considerar que las ecuaciones que resultan de cumplir las c.p.o. (11) forman el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

w, [952(37)+1.47(89)+.15]+ w, [95(1.2)(37)+1.4(.75)(89)]+ w,[95(.7)(37) +1.4(.65)(.89)]
—.95X, —1.4%, —y =0

w,[95(1.2)(:37) + 1.4(75).89)]+ w, [1.22(:37) +.757 (:89) + .1 1]+ w, [1.2(.7)(:37) +.75(.65).89)]
~1.2x, —.75%, -y =0

w,[95(7)(:37)+ 1.4(.65).89)]+ w, [1.2(.7)(37)+.75(.65).89)] + w, | 72(37) + .65 +.12] .72,
—.65L,—y=0

~95-12-7+1=0

~1.4-.75-.65+.85=0

—-w, =W, —w; +1=0

que al resolverse simultaneamente por cualquiera de los métodos algebraicos disponibles tiene como
solucion w, = 0.2 , w, = 0.5, w, = 0.3, que son las proporciones a invertir en los activos riesgosos
respectivos.

Los valores deA,=0.4655,A,=0.2095y y=0.7559, que forman también parte de la solucion, corresponden

a los “precios sombra”, es decir, al cambio esperado en la funcion objetivo ante un aumento unitario en
la restriccion correspondiente.

V. Consideraciones finales

Aunque aqui se ha mostrado unicamente el caso de un problema sélo con restricciones para satisfacer
las metas de exposicion a los riesgos sistematicos y el requisito presupuestal de inversion, no representa
mayor dificultad el incluir otras restricciones, como pudieran ser un rendimiento meta para el portafolio
0 un objetivo de dividendos a obtener, por ejemplo, pues lo Unico que se tendria seria un mayor numero
de ecuaciones e incognitas (respectivamente una por cada restriccion adicional). Por lo tanto, es posible
determinar todos los portafolios que se encuentran sobre la frontera eficiente del espacio media-varianza
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0, si se prefiere, en el espacio media-desviacion estandar, pues las proporciones a invertir que hacen
optima la combinacién de activos es la misma en cualquiera de los dos espacios. El caso en el cual existe
la restriccion de las ventas en corto (no negatividad en las proporciones) también puede resolverse
mediante el esquema propuesto, aunque para ello se requiere adicionalmente el cumplimiento de las
condiciones de Kuhn-Tucker para obtener valores 6ptimos. Para nuestra buena fortuna, la disponibilidad
de rutinas adecuadas en paquetes de computo de aplicacion general, como la hoja de calculo Excel,
permite resolver un problema de pequefa escala de manera relativamente facil; para problemas de mayor
dimension existen como recursos paquetes especializados como Matlab o Mathcad, entre otros.
Ademas, el método que se ha presentado en estas paginas se puede aplicar también en el caso de la
optimizacion del portafolio en condiciones en que se sostiene el teorema de separacion, o teorema de un
fondo, propuesto por Tobin (1958) cuando existe un activo sin riesgo.
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